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提要 设平 面上边长为 和 的闭矩形 区域为
,

是 上一个有限点集
,

是 中

任意两 点之 间的最小距离
,

介 一 了
,

本文给 出 了当 簇 簇 时
,

八 的精确
二 月

值 以及相应的图形
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主题分类

己 会 ,
二

在一些特殊的有界闭凸区域 记为 上找出 个点
,

使这 个点两两之间的最小距离尽

可能地大
,

称为布局问题〔‘一‘〕,

是一类很难的几何极值问题
,

研究进展一直不大 当 为圆时
,

解决了 簇 镇 的情形 当 为正方形时
,

解决了 镇 和 一 时的情形 当 为等腰直

角三角形时
,

解决了 镇 簇 时的情形 当 为球或立方体等其它特殊区域时
,

也解决了一些

较小的情形 本文考虑的 为一种新的闭区域
,

研究的间题可叙述为 设平面上边长为 和 的

闭矩形区域为
,

是 上一个有限点集
,

是 中任意两点之间的最小距离
,

求 几

猎鹭 这个问题也可理解为在矩形 区域 上放 ” 个直径都是 的圆 要求不能互相重

叠
,

求 的最大值 显然这类问题是有许多应用背景的

当 蕊 蕊 时的情形

平面上顶点为 , , ,

⋯
, 。

的闭多边形记为 式 ⋯ 二 ,

特别地
,

儿 表示连接 和 儿

的闭线段 点 尸 和 尸 之间的距离记为 尸 尸 下面引理显然成立

引理 设 为闭凸多边形
,

且对任意的
,

任
,

都有
,

刃镇 如果存在 尸 , ,

尸 任
,

使得 尸 , ,

尸 一
,

那么 尸
,

尸 是 的两个顶点

由引理 显然可得
,

几 一 喇乍
,

相应图形如图 所示

定理 几 一 丫万
,

相应图形如图 所示

证 设 一 尸
,

尸
,

尸 已
,

满足

飞 尸
, ,

尸 ,

丫万
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沪沪尸尸

沪沪产产

沪沪产产

沪沪产产
碑碑产产

子子尸尸

曰曰尸尸

图 介 匕 了万 图 介 一 了万 图 几叹 一石百

设 的顶点为
、 、 、 ,

边 和 的中点分别为
,

则 将 分为两个正方形
,

且

至少有一个正方形包含有 中有 个点
,

不失一般性
,

设 中包含 尸 和 尸
,

由引理 和

式知
, 尸 一

, 尸 一 或 尸 一
, 尸 ,

同理可证 尸 一 或 尸 一 因此由矩形的对称性可知
,

只有图 所示的情形
,

且此时 式中等号成立
,

即 几 一 丫万 证毕

定理 几 一 了万
,

相应图形如图 所示

当 一 时的情形

对于单位正方形

几
,

即

几

和直角边为 的等腰直角三角形
,

相应的 介 分别为记为 几 和

尸
, ”

弓
, , 〔

, , ,

几 二二二 】

仁
, ”

‘ , , ,

容易证明下面 个引理成立

引理 几 一 丫万一 丫万
,

相应图形如图 所示
,

其中

引理 几 幻 一
,

相应图形如图 所示

引理 △ 一 相应图形如图 所示

,,
·、、

之之
。二 、、

寸寸
““ 一

丫
一乡少

砂砂 、 , 。。

、、 、
、、

公
、
寸寸

图 儿 一 八一 了
叫

厄, 图 允 一 图 几 一 图 介 一 侧洲

万一 了万

定理 八 一 丫万一 了万
,

相应图形如图 所示
,

其中 。一共
乙

证 如图 所示
,

设 的顶点是
、 、 ‘ 、 ,

边 儿 和 的中点分别是 和
,

点
‘ , 、

簇 是 的边上的点
,

且满足

‘ , ‘ ‘ , ‘

一 瓦 一 一 丫了
,

镇 簇
,

‘ , ‘

镇 簇 是图中连线的交点

设 一 尸
,

尸
,

⋯
,

尸 仁
,

且满足

。

尸、 ,

尸 ,

厂百 一 了万
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我们将证明满足 式的 八 簇 在 中的布局只有图 这一种情形
,

此时 式中等号成

立
,

从而定理结论成立

首先用反证法证明
、

在
,

即 尸、
护 毛 簇 不妨假设 尸 一凡 因为 了

明

万
‘

一 丫万 工
,

所以 由引理 知 中不能有 个点在一个闭单位正方形中
,

从而在 人凡 和 儿儿
,

中各

有 中不同于 尸 的两个点
,

不妨设 尸
,

尸 任 ,

人
。 ,

尸
,

尸‘ 任 尹 人
,

由引理 和 式可

知
,

此时 尸 , ,

尸 中有一点与 重合
,

尸
,

尸。

中有一点与 重合
,

但由 式知
,

一 一

厅 丫砰万哥一
厅

一
厅

,

与 式矛盾 因此
,

在 同理可证 告

用 表示闭多边形区域 的直径
,

即 中两点之间的最大距离
,

通过计算可知
‘ , ,

八 刀 八 必百 一 了万
,

记这 个闭多边形区域分别为 必
, ,

必
,

必
,

沪
、 ,

沪 由引理 和 。
告 知

,

每个 碑 簇 簇 只能包含

中的 个点 不妨设 尸、任沪
‘

成 毛
,

由 式易知
‘

告
,

镇 簇

因为
, ,

一 了百一 了
尸

丁
,

由引理 和 式知
,

中至多有 个点属于等腰

直角三角形 凡
,

并且如果 尸 , ,

尸 。 ,

尸 都属于 凡
‘ ,

则必有 尸 一 。 ,

尸 一
, 。 ,

进而

由引理 知 尸 一
,

尸‘一
,

因此定理得证 如果 尸 , ,

尸。 , 尸 不都属于 凡
,

下面分三种情形

进行讨论

当 , 告 时
,

设 是 和 的交点
,

则 尸
, 任 。 。

即 在闭梯

形区域 态凡
,

上
,

但不在闭线段 , 上
,

下面出现这种记法时意义相同 由
、

式和引

理 知
,

区域 八 八 尸 。 , , ,

丑
,

至多包含 中的 个点
,

由于
, 已在此区域中

,

所 以 尸 任 区域 及
, ‘ 左

,

至多包含 中的 个点
,

由于 尸 已在此 区域

中
,

所以 尸 任 区域 凡 〔 , ,

至多包含 中的 个点
,

由于 尸 已在此 区

域中
,

所以 尸 任凡凡 区域 凡凡 从
‘ , , 。 ,

至多包含 中的 个点
,

由于

尸 已在此 区域中
,

所以 尸 从而 尸 一
,

尸 , 一 。 ,

尸 一
,

由引理 知 尸 一 由对称性

知
,

此时 尸‘

的布局仍为图
,

因此定理得证

当 尸 。在 石 召 时
,

同 类似地可证明定理成立

当 去
、

时
,

设 是 和 的交点 由对称性
,

不妨假设 〔
,

同 类似地可证明 尸、任凡
‘ ,

尸 任
、

由于 在
,

告
,

所以 尸
,

尸 任 几

人
, ,

但由引理 和 式知这是不可能的
,

矛盾 因此 尸 。任 ‘ ‘

综上所述
,

由 知 尸 总是属于
。

及
,

若 尸 和 尸 也属于
,

则定理成立 若 和
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尸 至少有一个不属于 凡
‘ ,

则 由 或 知定理成立 因此总有 介

应图形如图 所示 证毕

丫万一 丫万
,

且相

当 一 时的情形

定理 介 一
,

相应图形如图 所示

证 设 一 王尸
,

尸 ,

⋯
,

尸 仁
,

且满足
,

翼袅
。 ‘ , , , ’

我们将证明满足 式的 尸 ,

簇 簇 在 中的布局只有图蜓一

种情形
,

此时 式中等号成立
。 一一

、

二 , 、 , , ,

一
、

一
式 日 做 ’

、

边仪刀 ‘ 一万
,

一 百阴祀水
。

以气‘簇 盯棋益 曰 ” 二

自仙匕门月月

图 。 ,

其直径 皆为 、 · 一

晋 、‘、 ,
,

所 以 由

式知
,

在每个
、

中至多包含 中的 个点
,

由于 。的

个数和 中点的个数相等
,

所以每个
‘

中正好包含

中的一个点
,

不妨设 尸
。

任 ‘

簇 镇

下面将
。‘
缩减为

‘ ,

使得
‘任 ‘ 。‘ ,

每个
。‘

可

利用其邻近的矩形进行缩减
,

例如
,

考察用 对
,

进

行缩减 图 作一个对角线长度为 的矩形
,

使其包含

且与 相交部分的面积尽可能地大
,

即在边 , 上

找一点
, ,

边
。 , 上找一点

,

使得 , 、一

, 、 由 式知
,

区域
,

至多包含

中 的 个 点
,

由 于 尸 任
,

所 以 尸 , 任

及 同理
,

用 天
。

对 进 行 缩 减
,

可 得 尸 ,
‘

任

, ,

设
、

与 相交于
,

因此 任 , 〕

将 记为
, ,

其边长
。 , , 显然

,

镇

成 都可用同样方法进行缩减
,

但是为了使
, ,

毛 镇

的边长也都是 和
,

在用 和 对 进行缩减

时
,

各缩减应该减小面积的一半
,

如图 所示
, , ,

凡。

月月月一 之之

‘‘

图 覆盖

,

一止扛李

、
、

几

,

图 缩减

“
,

一

合
,

。
, , 。 、 , , , 、 , , 、 , 一 。

一 一
月

下 汽 , 乃 少 , 火汽 , 七 少 入
, 少 沐呀了 找 。 卫匕月 叫件 育沉

·

‘

对于
,

镇 簇
,

利用上面同样的方法可缩减为 双 、
簇 镇

,

使得
‘任 、

仁
‘ ,

, ,

反复进行这一缩减过程
,

则可得 尸
,

任凡 仁凡
一

,

‘

仁 ⋯仁
, 。 , 一 ⋯ 。

一万
,

久

瓦一 ⋯
, ,

一 一一 一
, , 、

久仇 一 不
· 。十 刊 久 刊 田 众得羊 气圈 乃

口
‘ 才一 ”· , 一 ‘ , ” 吸‘ 一 “ · , ’

‘

一 ‘

由于
,

〔 〔
,

〕
, 。

任 。, ,

所以
。

和
。

都是单调下降有下界数列
,

从而都收敛 设
。 , 。 ,

则 式可得

一
,

一 “
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毖毖扮扮乡乡尸尸路名名 阳阳北论论二二二二二二

阴阴二二
‘‘

日日目目

‘

,

图 递推 图 递推

当 任
,

〕
,

任
,

〕时
,

求解 式可得
,

因此满足 式的
、

镇 镇 在

中的布局只有图 这一种情形
,

且此时 介 一 证毕
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