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,

西安 。。

提 要
本文在球面上建立了 图

,

并且证 明了球面上 图的几个性质
,

这些性质可看作是平面

上 图的性质的推广 一 〕
。

关键词 计算几何
,

图
,

球面

分类号

芬 定义和记号
为了表达简洁

,

本文只在单位球面上建立 图
,

并且所有角度都以弧度为单位
。

给定单位球面 上 个点的集合 尸 一 。 , , ,

⋯
, ,

考虑下面问题 对于 尸 中的每个

点
‘ ,

与 尸 中的其它点比较而言
,

球面上更接近于 的点 的轨迹是什么 也就是要研究集

任 镇 小 一
, ,

⋯
, ,

但 护

的结构和性质
,

其中 川 表示 上 点和 点之间的最短距离 即 和 之间较小的一个

大园弧 的长度
。

设 所对园心角为
,

则 川
· 。

给定 尸 中的两个点
,

和 , ,

定义大园弧
,

的平分线为 任 命 一 场
, ,

则集

合 任 簇
,

恰好是 由大园弧丸
,

的平分线确定的包含 的半球面
,

用
‘ ,

,

表示此半球面
。

显然
,

上更接近于 与 尸 中的其它点 比较而言 的点的轨迹 用

表示它 是 个半球面的交
,

且是一个不多于 条边的球面凸多边形 区域
,

即
,

门
, , ,

并

称为关于 的 多边形
,

这样的
, 十 个区域把球面划分为一个凸网

,

称它为

图
,

记为
。

显然
,

若 任
, ,

则 是 中距离 最近的点
。

因此
,

图包含了给定点集确定的所有邻近信息
。

, 本文 年 月 日收到



工 程 数 学 学 报 第 卷

荟 球面上 图的性质
在这一节中

,

我们证明了球面上 图的几个重要性质
,

这些性质可看作是平面上

图的性质的推广 〔’一 ‘ 〕。

定理 设 尸 中没有四个点是共园的
,

则 上 尸 的每一个顶点恰好是它的三条边

的公共交点
。

证 明 设
, ,

⋯
,

是关联 于 顶点 的顺 时针边序列
,

边 已 为 丸 一 ,

和

‘

’一
,

⋯
,

所共有
,

且
,

为 和 所共有
,

如图 所示
。

显然 一

一
· ·

一
, 。

由此可知
, , ,

⋯
, ,

共圆
,

由假设可知 簇
。

若 一
,

则 尸 ,

和 尸

都属于大圆弧
,

的平分线
,

从而 。 和 。

不相交于
。

因此
。

定理 表 明 尸 的顶点 是 由

中三个点确定的圆心
,

用 妇 表示此 圆
,

则 有下面性质

定理 设 是 上 的任一顶点
,

且

是
, , , 。

确定的圆心
,

则 帕 不包含 的其它点
。

证 明 反证法
。

若 妇 包含
‘ 任 尸 ,

则 叮、

此时 任
,

且 在
, , , 。

矛盾
。

图

, , 。

由
。

的定义
,

定理 设
‘

是
,

的面积
,

任意点
‘ ,

下面不等式成立
扣

·‘ ,众 ’‘户
,

,

与 任
,

尹
,

则对 中的

,
·

, ‘ · ·‘
晋,

证 明 考察 中的任一点
,

不

妨设为
。 ,

且设
, , ,

⋯
, ,

是顺时

针排列的点序列
,

使得三角形
。丸产 一 , 一

,

⋯
, ,

且令 九
一 一

的外接圆的圆心是 的一个顶

点
,

设此顶点为
‘ 。

设
。 ,

的中点为
‘

令
, 十 , , ,

匕丸
‘ ,

艺子 六一 , 一 如图 所示
。

则球面

三角形 刀
,

的面积为

因此

户
。 、

、 丁一“ ’“ “ ·

少 一 万

。

艺〔
‘ 丸

‘

一 粤
。 , 、

乙

‘二 ,

‘ 一 要
‘

图
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设
‘

沪
‘ ,

万
’ ,

夕 , “ 匕 、

‘

汀 、

万 夕 ’工 任
, 二 ,

由于

‘ , 夏兰竺里兰二兰
。

所 以
‘

严格单调增
,

从而

。

艺
“

‘

,

、 ”‘ 口 一 万 十 “
一 要〕

‘

即当 一 时
, 。

减小
,

而此时三角形 刀 和三角形
、十 , 、

全等
,

所以

。

艺
“ 、

‘

又 “‘ “ ·少 一 百习

一 二 一 差二

艺

下面设法求出 式右端的最小值
。

考虑关于
‘ 一

,

⋯
,

的非线性规划
查

一 户
万

·

‘
·

匕曰 ‘ 二二二 万

才一

,

,

汀
、

七
, 万万

乙
一

,

⋯
,

显然 有最优解
。

设 几是 的 乘子
,

由 一 条件知
,

最优解满足
‘ ‘ 又

, ,

⋯
,

万一一

·

艺

、
‘

由 可解出
兀

代 一 万

,

任 于
汀

,

⋯
,

现 在 我 们来证 明 是 一 个 凸规 划 问题
。

首 先
,

可 行 域 显 然 是 一 个 凸 集
。

设
。

,

则

‘ ,

丫 一 。 、 ’

“
‘

一 ,
〕

「 一

一 ’

,

一
,

一
‘ ’

〕
一

号 。 。 一 。 ‘ 。
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因此 是严格凸函数
,

从而 的目标函数是严格 凸函数
。

故 是 的唯一整体

最优解
。

由 式知

八 。 汀 一 二 于
汀

当 时
,

由球面三角形的性质可知
,

此时 丸丸十 , 。

与 的定义矛盾
。

而

当
, ,

时
,

由比较即可知当 时 式右边最小
,

因此

‘,
。

, ‘ 。。 ·‘。 ‘

晋, 一
·
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