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关于有限平面点集的角控集
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摘 要

对一 给定有限平 面 点集 与一个 实数 满足 二 ,

的最大 子集
。

满足对

任 任
。 ,

存在一个 以 为 中心且夹 角不 小 于 的两 条射线使得 由 两 条射线 为边界

的无界 区域 内不 存在 中的 资
、 ,

称
。

为 的 角控集 文 中首先给 出 了
。

的 几个基

本几何性质
,

同时给 出 了计算
。

的算法
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引 言

在机械检测的过程 中时常出现某些部件是否可用角规仪器探测的问题 这类 问题可化为

如下离散计算几何中的问题

给定一个有限平面点集 与一个角度 满足 。
,

求 的最大子集
。 ,

满足对任意

任
。 ,

存在以 为中心的两条射线
,

使得在两条射线夹角不小于 的无界区域 内不存在 中

的点

在数理统计
、

经济
、

军事以及运筹学研究中
,

如上 问题亦有应用背景 称
。

为 的 角

控集 求
。

的问题可以看作是离散计算几何中点集最大问题的一个推广

。

的基本几何性质

对给定的有限平面点集
,

令 为 的凸壳 包含 的最小凸集合的边界
, 、 为

的顶点集
, , 为 线段集合 为讨论方便

,

以下假设 为简单平面点集 即 中

无三点共线 如 二 ,

则显然有
。

为 、 的一个子集 如 一 二 , 。

恰为 以下我们主要

讨论 。 的情形

如 二 ,

对 , 中的任一线段
,

构造 、 内部的一 弓形 区域
。

如下 令
。

为弓
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形区域圆形边界且满足角
‘

一
,

其中
、

为 的端点 见图
, ‘

为
。

上的任一点

若记
。 、 一

口 ,

则显然有
〔

性质
。

江 门 、

下面给出有限平面点集的最大角控集与离散计算几何中

的点集最大问题之 间的关系 点集最大问题最初是为了描述
“

浮动通 货问题
”

在一个假想为 的地方
,

每一个

公民有一张外汇有价证券 这些外汇的价值随意变动
,

以致每

一晚上有价证券具有最大累加值的人被表明为 的

企业界 巨头 问如何求出所有可能的企业 巨头的人 口 的最小

子集 该问题的精确数学定义为 令 为 维空间 “ 的一个

有限点集合
·

中的点用
,

⋯
, 己 表示

,

其 中 二
, ,

一
,

⋯
, ,

为坐标分量 若对于 一
,

⋯
, ,

镇
、 ,

称

图 弓形区域图 优于 九
,

记为 九
·

对于
,

上 的优势关系为一个偏

序 若 中不存在点
,

使得 界
,

且
,

则 中的 称为

的一个最大元素 点集最大问题是在优势关系下求 的所有最大元素组成的集合

在平面点集的情况下
,

显然有 、 仁
,

其中 为 的所有可能的最大元素组成

的集合 见图 关于 以及高维空间中的 的算法方面有许多的讨论阅闭闭 在平面

与三维空间时
,

求 的固有复杂度为 , 其中 、 、 ’

点集最大 问题显然与集合 中的点所在的

坐标系有密切关系 在平面直角坐标下
,

如下包含

关系显然成立

仁 晋

如果我们选用仿射坐标或将坐标轴旋转
,

那么

的最大的集合往往会随之改变 如果仅用移动坐

标原点和旋转坐标轴两种运算 那么在直角坐标

下 的所有集合的并恰为 晋
·

尽管 在一

定程度上可以刻画集合 的一个粗略的边界 见

图
,

但它与 的 凸壳 、 以及 的角控集
。

有明显的不同
,

因为后两者是取与 中点的相

互位置有关的量而与坐标的选取毫无关系

性质
。

与 坐标无关

图 艺 在 山四 个极值点 入
一 、 、

石 和 所走义 则

象限中
,

最大元素提供了点集边界的一

个粗略的表示

算 法

由
。

的性质
,

对一给定的 。 二 ,

计算
。

的算法一般要 比计算 、 的算法复杂 为

此我们首先给出一个对任意 。 的
,

计算
。

的一个平凡算法

对于 任
,

考虑点 与 中其它点相通连所组成的线段集合
,

记这个线段集为
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将 逆时针排序
,

于是 将 点处的 角度分为
一

个扇形或角区

间
,

其 表示 中点的个数 令 一
,

为
一

个角的最大角度
,

由排序算法 可知计算

需要 时 间
·

令 任
,

若 八 已知
,

那么对于任意 。 二 ,

可在 。 时间内算出 于是如下定理成立

定理 对任意给定的 。 二 , 。

可在 。 丫 预处理时间的基础上用 。 时间算出

由
。

的性质
,

在 中点的分布 比较特殊的情况下
,

可以设计出运转快速的算法
,

但就一

般情形而言
,

低于 , 时间的算法还没有设计出来 若
,

由于
,

此时为 的一个

子集
,

这时可用如下方法设计一个 。 时间的算法来计算 凡

引理 , 〕 若 为一简单有限平面点集
,

那么计算 的固有复杂度为 。

计算 情况下
。

的算法

输入 , ‘

第一步 构造 ‘ 的凸壳

第二步 对 任
,

计算 户

第三步 检查
,

若
,

则
。

否则 去
。

输出 ,

由引理 知
,

如上算法的第一步需要

时间 由于
,

令
, ,

为在 中与点 相

连的两点 见图
,

显然有 为线段 介户与 心 自勺

夹角 于是在 己知的情况下
,

计算
一 任 可在 。 时间内完成 计算

个 点 任 的 仅需常数时间 算法的第三

步显然可在 。 时间内完成 于是有如下定理

定理 若 二 ,

则
。

可在 只 时间内求出

结束语
图 簇二 情况下的

。

的算法

本文引入 了有限平面点集角控集的概念 对于

角控集
。

给出了两个基本几何性质 同时
,

对计算
。

的算法进行了讨论
,

所给 出的结论是最

基本的 与定理 相 比较定理 的结果是不够理想的
,

能否设计出一般情形 下 比 。 , 时

间更快的算法是一个有待进一步探讨的问题 同时
,

对于
。

几何性质的进一步研 究无疑会对

快速算法的设计提供新的思路
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