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摘要 : 　本文证明当专家数足够多的时候 ,加权几何平均综合判断矩阵与加权算术平均综合判断矩阵都

依概率收敛到客观排序向量 ,从而从数学上解释和验证了群体思维具有收敛性 ,这对钱学森先生提出的

综合集成研讨厅理论具有一定的理论价值.
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1 　引言
钱学森等先生提出专家研讨厅理论[1] ,采用综合集成的方法 ,把专家、决策者的意见综合进去 ,形成共

识. 但是众多专家意见形成的群体思维是否具有收敛性 ,也就是群体思维能否达成共识是一个很值得研究

的问题. 近 10 年群体思维收敛性研究多为定性分析[2～4]
,少定量研究.

一般而言 ,专家的意见有三种表达形式[5]
:正互反判断矩阵、模糊互补判断矩阵、效用值. 其中以 T.L.

Saaty教授提出的正互反判断矩阵理论上最为成熟[6]
,对正互反判断矩阵集成进行群决策是最近国内外研

究较多的问题[7-11]
,本文也采用正互反判断矩阵作为表示专家意见的偏好方式. 加权算术平均与加权几何

平均是最常见的两种专家意见集成方法 ,本文证明当专家数足够多的时候 ,这两种集成方法都依概率收敛

到客观排序向量 ,从而验证了群体思维具有收敛性 ,这对钱学森先生提出的综合集成研讨厅理论具有一定

的理论价值.

2 　几个定义
为了叙述方便给出下面定义[12～14]

定义 1 　设有一决策准则 I ,支配有 n ≥2 个子准则 ,现有 m ≥2 个专家进行评判 ,λ= (λ1 ,λ2 , ⋯,λm )

(其中 ∑
m

i = 1

λi = 1)为各专家的权重 ,则记 I ( n , m ,λ)为一个群体决策.



定义 2 　设 MR
+
n
为正互反矩阵的集合 ,在群体决策 I ( n , m ,λ) 中 ,定义 A

c
= ( a

c
ij ) n ×n ∈MR

+
n
为第 c 个

专家的判断矩阵 ,设 w = ( w1 , w2 , ⋯, wn ) T 为客观排序向量 ,定义矩阵 W = ( wij ) n ×n =
wi

wj
为客观判断矩

阵.

我们可以把 A
c 看成 W 被扰动后的矩阵 ,即

a
c
ij =

wi

wj

εc
ij ,其中εc

ij > 0 ,εc
ji =

1
εc

ij

.

　　从而εc
ij = a

c
ij

wj

wi
,它是衡量 a

c
ij对客观判断矩阵对应项偏离程度的一个指标. 当εc

ij = 1 时 ,则判断项 a
c
ij和

wij完全相容 ,当εc
ij偏离 1 越远 ,则 a

c
ij与 wij偏离越远. 这种把 A

c 看成是 W 被扰动后矩阵的观点是和 Saaty

的 1994 年提出的相容性概念类似的[15]和与其在文献[6 ]中提出的一致性概念有一定的差异. 群体决策中

应该采用相容性来讨论意见差异及其相关的群体思维收敛性[13 ,16] .

定义 3 　设 A = ( aij ) ∈MR
+
n

, B = ( bij ) ∈MR
+
n

,矩阵 A 和 B 之和为 C = ( cij ) ,其“加法”运算定义为

A Ý B = C.

其中 :

cij =
aij + bij , j ≥ i , i , j = 1 ,2 , ⋯, n

c
- 1
ji , j < i , i , j = 1 ,2 , ⋯, n

.

　　定义 4 　令 �A =λ1 A1 Ýλ2 A2 Ý ⋯ÝλmAm ,其中 ∑
n

i = 1

λi = 1 ,则称 �A 为 A1 , A2 , ⋯, Am 的加权算术平均综

合判断矩阵.

定义 5 　设 A = ( aij ) ∈MR
+
n

,α∈R ,矩阵的指数运算定义为 A
α

= ( a
α
ij ) .

定义 6 　设 A = ( aij ) ∈MR
+
n

, B = ( bij ) ∈MR
+
n

,矩阵 A 和 B 之积为 C = ( cij ) , 其“乘法”运算定义为

Hadamard乘积 ,即

A ·B = C.

其中 :

cij = aij ×bij , 　i , j = 1 ,2 , ⋯, n .

　　定义 7 　令 �A = A
λ

1
1 ·A

λ
2

2 ·A
λ

m
m ,则称 �A 为 A1 ,A2 , ⋯,Am 的加权几何平均综合判断矩阵.

本文只考虑各专家权重相同的情况 ,即λi =
1
m

( i = 1 ,2 , ⋯, m) ,不同的情况稍作变化即可.
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如果认为εc
ij ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n ; c =1 ,2 , ⋯, m)是对客观判断矩阵对应项 wij的一个随机干扰因子 ,可以

认为其关于 c 是独立且 E (εc
ij ) = 1 , D (εc

ij ) = �δ2
. 这种把εc

ij 看成某种随机分布思想最早是由 P.deJong 于

1984 年提出的 ,王莲芬教授在文献[17 ]中作过介绍 ,其目的是进行判断矩阵一致性检验 ,这里借用这种思

想来分析群体思维的收敛性.

引理 1 　 E ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij = 1 , D ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij =
�δ2

m
.

证明　因为εc
ij ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n ; c =1 ,2 , ⋯, m)关于 c 是独立的 ,由期望和方差的定义和性质计算即

得引理 1.

定理 1 　当 m 充分大时 , �A 会依概率收敛到客观判断矩阵W .

证明　采用加权算术平均方法可以得到 �A = ( aij ) =
wi

wj ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij
i < j

(这儿只讨论 �A 的上三角 ,下
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三角可以类似讨论) .

当 m 充分大的时 ,对 Πε> 0 ,由切比雪夫不等式.

0 ≤ P ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij - E ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij ≥ε ≤ 1
ε2 D ∑

m

c = 1

1
m
εc

ij . (1)

　　两边对 m 取极限

0 ≤ lim
m →∞ ∑

m

c = 1

1
m
εc

ij - E ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij ≥ε ≤ lim
m →∞

1
ε2 D ∑

m

c = 1

1
m
εc

ij . (2)

　　由引理 1 得 :

0 ≤ lim
m →∞ ∑

m

c = 1

1
m
εc

ij - 1 ≥ε ≤ lim
m →∞

�δ2

m ×ε2 = 0. (3)

　　所以 :

lim
m →∞ ∑

m

c = 1

1
m
εc

ij - 1 ≥ε = 0. (4)

　　因为 ∑
m

c = 1

1
m
εc

ij 对任意 i < j 都依概率收敛到 1 ,故 �A 上三角依概率收敛到 W 上三角.
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同理 ,如果认为 Ln (εc
ij ) ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n ; c =1 ,2 , ⋯, m) 是对客观判断矩阵一个随机干扰因子 ,可以

认为他们关于 c 独立且 E (Ln (εc
ij ) ) = 0 , D (Ln (εc

ij ) ) = �δ2
.

引理 2 　当 m 充分大时 ,近似有 E ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) = e
�δ2

2 m , D ∏
m

c = 1
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ij )
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2 m .

证明 　因为 L n ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) =
1
m ∑

m

c = 1

L n (εc
ij ) ,又因为 Ln (εc

ij ) 关于 c 独立且 E ( Ln (εc
ij ) ) = 0 ,

D (Ln (εc
ij ) ) = �δ2 ,那么当专家数 m 足够大时 ,结合中心极限定理则有 L n ∏

m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) 近似服从

N 0 ,
�δ2

m
,因而 ∏

m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) 近似服从对数正态分布 ,由对数正态分布的期望和方差公式 ,即得

E ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) = e
�δ2

2 m , D ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) = e
�δ2

m - e
�δ2

2 m .

　　定理 2 　当 m 充分大时 , �A 会依概率收敛到客观判断矩阵W .

证明　加权几何平均算术方法得到 �A = ( �aij ) =
wi

wj ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm )
i < j

(同样这里只讨论 �A 的上三角 ,

下三角可以类似讨论) .

当 m 充分大时 , Πε> 0 ,结合切比雪夫不等式有 :

0 ≤ P ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) - E ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) ≥ε ≤ 1
ε2 D ∏

m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) . (5)

　　两边对 m 取极限 ,由引理 2 得
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m →∞

1
ε2 e
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即 :

0 ≤ lim
m →∞

P ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) - 1 ≥ε ≤0. (7)

所以 :

lim
m →∞

P ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) - 1 ≥ε = 0. (8)

因为 ∏
m

c = 1

( (εc
ij )

1Πm ) 对任意 i < j 都依概率收敛到 1 ,故 �A 上三角依概率收敛到 W 上三角.

011 系统工程理论与实践 2006年 3 月



定理 1、定理 2 分别说明随着专家人数的增多 ,加权算术 (几何) 平均综合判断矩阵能依概率收敛到客

观判断矩阵 ,证明了采用这两种方法进行群体意见集成都具有收敛性.

4 　结论
本文得到了下面结论 :当专家数足够多的时候 ,加权几何平均综合判断矩阵与加权算术平均综合判断

矩阵都依概率收敛到客观排序向量 ,从而从数学上解释和验证了群体决策思维具有收敛性 ,这对钱学森先

生提出的综合集成研讨厅理论具有一定的理论价值.

还有如下问题需要继续研究 :

1)本文的研究只考虑了正互反判断矩阵 ,事实上群体决策往往根据专家的喜好混用不同的偏好关系

(模糊互补判断矩阵、效用值 ,序关系)和标度 ,在此基础上的群体思维收敛性问题需要进一步研究 ;

2)在进行群体决策时 ,对εc
ij的概率分布进行理论讨论和计算仿真 ,值得进一步深入研究.

3)如何把本文及文献[11 ] 这种研究群体决策收敛性的数学方法和达成共识的行为科学和心理科学

方法[18～20]结合起来 ,是一个值得进一步深入研究的问题.

值得注意是 :研究群体决策思维收敛性的时候应该用相容性[15] 来刻画 ,而不是用一致性[8 ]来刻画 ,一

致性只能衡量单个专家意见是否自我矛盾 ,而相容性才能衡量意见差异. 文献[13 ]作了较详细的说明.
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