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摘要 : Markowitz 基于概率理论建立了有名的均值方差证券组合模型 , 文章则基于模糊理论建立了一类具有
权系数的均值方差证券组合模型. 首先对证券市场上的收益与风险特性重新进行度量和刻画 , 提出了一类
新的具有加权的可能性均值、方差及协方差的概念 , 类似于概率论中均值方差的分析讨论了这些概念的性
质. 其次基于该文定义的均值方差 , 建立了以收益率为模糊数的加权可能性证券组合投资模型 , 并给出了相
应的加权可能性有效证券组合及有效前沿概念. 通过求解两个相对应的优化模型得到了一个具有带状投资
区域的有效前沿 . 尤其当资产收益率具有线性或分段线性隶属函数的模糊数时 , 该证券组合选择模型实质
上为一个线性规划问题 , 因此有效前沿可化为一个具有折线段的带状投资区域.
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Weighted portfolio selection for return rate with f uzzy number
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Abstract : Markowitz proposes the famous mean2variance model based on probability theory , while a
class of weight coefficient mean2variance model in this paper is developed based on fuzzy theory.
Firstly , we reconsider the characteristics of return rate and risk in security market , and define the
new notions of the weighted possibilistic mean values and variances and covariances. These notions’
properties are discussed on a similar manner as mean and variance in probability theory. Secondly ,
the weighted possibilistic portfolio models are presented on them. We also introduce the conceptions
of the weighted possibilistic efficient portfolios and efficient frontiers. Moreover , the efficient
frontier like a band shape is given out by calculating two relatively optimal models. Especially , when
return rates of assets are fuzzy numbers with linear or segmented linear membership functions , the
portfolio model is in fact a linear programming problem. Then its efficient frontier is the investment
region like a band shape with linear segments.
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0 　引 　言

Markowitz 提出的均值 - 方差模型已成为现

代证券组合理论发展的重要基石 , 该模型的基本

原理是以证券组合的期望收益率作为投资收益 ,

以期望收益率的方差作为投资风险. 但是这一方

法论有着许多局限性 , 第一 , 刻画这一模型本身就

必须估计收益率的概率分布. 事实上 , 在许多情
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理得证.

定理 3 　若f 为一加权函数 , A ,B和C均为模

糊数 ,x ,у均为实数. 则有下面结论成立 :

CovL
f (A ,B) = CovL

f (B ,A) ,

CovU
f (A ,B) = CovU

f (B ,A)

CovL
f (A ,A) = VarL

f (A) ,

CovU
f (A ,A) = VarU

f (A)

CovL
f (x ,A) = 0 , CovU

f (x ,A) = 0 ,

VarL
f (x) = 0 ,VarU

f (x) = 0

定理 3的证明类似定理 1的第 1个结论分析.

若Ai (i = 1 ,2 , ⋯,n) 是 n 个模糊数 , 令 bij 3 =

CovL
f (Ai ,Aj) ,b 3

ij = CovU
f (Ai ,Aj) (i = 1 ,2 , ⋯,n) ,

则称矩阵

CovL
f =

b11 3 b12 3 ⋯ b1 n 3

b21 3 b22 3 ⋯ b2 n 3

… … …

bn1 3 bn2 3 ⋯ bnn 3

Cov U
f =

b 3
11 b 3

12 ⋯ b 3
1 n

b 3
21 b 3

22 ⋯ b 3
2 n

… … …

b 3
n1 b 3

n2 ⋯ b 3
nn

分别为模糊向量 ( A1 , A2 , ⋯, A n) 的加权的下 (上)

可能性协方差阵. 则下面结论容易获得.

定理 4 　若 A i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 是 n 个模糊

数 , 则有

(i) bii 3 = VarL
f ( A i) ,

b 3
ii = VarU

f ( A i) , i = 1 ,2 , ⋯, n

(ii) bij 3 = bji 3 , b 3
ij = b 3

ji , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,

(iii) 加权的下上可能性协方差阵均为非负定

矩阵 ,即对任意 t i ∈ R ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 有

∑
n

i =1
∑

n

j =1
bij 3 t itj ≥0 , ∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
b 3

ij t itj ≥0

定理 4表明加权的下 (上) 可能性协方差阵与

概率论中的协方差阵有着相同的性质.

3 　加权的可能性均值 - 方差投资组合

模型

假定市场上有 n 种风险资产 , 资产 i 的收益

率 rj 为一模糊数 , 投资于资产 j 的投资比例为 xj ,

其中 , j = 1 ,2 , ⋯, n . 为方便描述 , 记 rj ( j = 1 ,2 ,

⋯, n) , X = ( x1 , x2 , ⋯, xn)′, r = ( r1 , r2 , ⋯,

rn)′, F = (1 ,1 , ⋯,1)′, ML
f = ( ML

f ( r1) , ML
f ( r2) ,

⋯, ML
f ( rn) )′, MU

f = ( MU
f ( r1) , MU

f ( r2) , ⋯, MU
f ( rn) )′.

则投资组合的收益率为 r = r′X , 加权的下可能

性均值 ML
f ( r) 及加权的上可能性均值 MU

f ( r) 分

别为

ML
f ( r) = ∑

n

i = 1
ML

f ( ri) x i = ML′
f X ,

MU
f ( r) = ∑

n

i = 1
MU

f ( ri) x i = MU′
f X

投资组合收益率 r 的加权的下可能性方差及

加权的上可能性方差分别为

VarL
f ( r) = X′CovL

f X ,

VarU
f ( r) = X′CovU

f X

因此 , 投资组合的加权的下可能性均值方差

模型可描述为

Min VarL
f ( r) = X′CovL

f X

s. t . ML′
f X ≥μ, (9)

F′X = 1 , X ≥0

其中 ,μ为投资者确定的收益率目标. 投资组合

的加权的上可能性均值方差模型可描述为

Min VarU
f ( r) = X′CovU

f X

s. t . MU′
f X ≥μ, (10)

F′X = 1 , X ≥0

这里模型(9) 和 (10) 表达式已经化为经典规划

问题 , 类似于传统Markowitz提出的均值 - 方差模型

的有效证券组合的性质和概念讨论 (如文献[3] 中对

该模型的解析分析) , 下面也相应得到了一些加权的

可能性有效证券组合的性质和概念.

定理 5 　若 CovL
f 是加权的正定阵 , 则模型

(9) 的最优解为有效证券组合 ; 若 CovU
f 是加权的

正定阵 , 则模型 (10) 的最优解为有效证券组合.

定义 4 　模型 (9) 的最优解被称为加权的下

可能性有效证券组合 ; 模型 (10) 的最优解被称为

加权的上可能性有效证券组合.

定义 5 　从模型 (9) 中得到的投资曲线被称

为加权的下可能性有效前沿 ; 从模型 (10) 中得到

的投资曲线被称为加权的上可能性有效前沿.

由于加权的可能性均值方差都是区间数 , 因

此加权的可能性有效前沿不再是一条投资曲线 ,
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而是一条带状投资区域.

如果本文假定资产收益率 ri , i = 1 ,2 , ⋯, n ,

是具有线性或分段线性隶属函数的模糊数 , 令权

函数为 f (γ) = ( m + 1)γm , m ≥0. 资产 i 的收益

率 ri 的γ - 截集定义为[ ri ]
γ

= [ ɑi1 - (1 - γ)αi ,

ɑi2 + (1 +γ)βi ] ,对任意γ ∈[0 ,1 ] , i = 1 ,2 , ⋯,

n 则有

ML
f ( ri) = ɑi1 -

αi

m + 2
,

MU
f ( ri) = ɑi2 -

βi

m + 2

VarL
f ( ri) = [

m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]α2
i ,

VarU
f ( ri) = [

m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]β2
i ,

CovL
f ( ri , rj) = [

m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]αiαj ,

CovU
f ( ri , rj) = [

m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]βiβj

证券组合的加权的下、上可能性收益均值分别为

　ML
f ( r) = ∑

n

i =1
ML

f ( ri) xi = ∑
n

i =1
( ɑi1 -

αi

m + 2) xi ,

　MU
f ( r) = ∑

n

i =1
MU

f ( ri) xi = ∑
n

i =1
( ɑi2 -

βi

m + 2) xi

证券组合的加权的下、上可能性方差分别为

VarL
f ( r) = [ ∑

n

i = 1

α2
ix

2
i + ∑

n

i ≠j = 1

αiαjx ixj ] ·

[
m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]
VarU

f ( r) = [ ∑
n

i = 1

β2
ix

2
i + ∑

n

i ≠j = 1

βiβjx ixj ] ·

[
m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]
因而 , 证券组合选择的加权的下可能性均值

方差模型可描述为

Min VarL
f ( r) = ( ∑

n

i =1

αixi)
2

[
m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]

s. t . ∑
n

i = 1
(αi1 -

αi

m + 2) xi ≥μ, (11)

∑
n

i = 1
xi = 1 , x i ≥0 , i = 1 , ⋯, n

证券组合选择的加权的上可能性均值方差模型可

描述为

Min VarU
f ( r) = ( ∑

n

i =1

βixi)
2

[
m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]

s. t . ∑
n

i =1
(αi2 -

βi

m + 2) x i ≥μ (12)

∑
n

i =1
xi = 1 , x i ≥0 , i = 1 , ⋯, n

进一步 , 模型 (11) 等价于下列线性规划问题

Min VarL
f ( r) = ∑

n

i = 1

αixi

s. t . ∑
n

i =1
(αi1 -

αi

m + 2) x i ≥μ (13)

∑
n

i =1
xi = 1 , x i ≥0 , i = 1 , ⋯, n

模型 (12) 等价于下列线性规划问题

Min VarU
f ( r) = ∑

n

i = 1

βix i

s. t . ∑
n

i =1
(αi2 +

βi

m + 2) x i ≥μ (14)

∑
n

i =1
xi = 1 , x i ≥0 , i = 1 , ⋯, n

特别地 , 如果 ri = ( ɑi ,αi) , i = 1 , ⋯, n ,是一个对

称的三角模糊数 , 即[ ri ]
γ

= [ ɑi - (1 - γ)αi , ɑi +

(1 - γ)αi ] , 则

ML
f ( r) = ∑

n

i = 1
( ɑi -

αi

m + 2) xi ,

MU
f ( r) = ∑

n

i = 1
( ɑi +

αi

m + 2) x i ,

VarL
f ( r) = VarU

f ( r) = [
m + 1
m + 3

- ( m + 1
m + 2)

2

]α2
i

证券组合选择的加权的下可能性均值方差模型也

能够描述为 (13) . 证券组合选择的加权的上可能

性均值方差模型可描述为

Min VarU
f ( r) = ∑

n

i = 1

αix i

s. t . ∑
n

i =1
(αi2 +

αi

m + 2) x i ≥μ (15)

∑
n

i =1
xi = 1 , x i ≥0 , i = 1 , ⋯, n.

由于 (13) 和 (14) 均为线性模型 , 因此通过相应算

法很容易获得加权的可能性证券组合模型 (11)

和 (12) 的最优解.

因此本文得到了一个带状有效证券组合投资

区域 , 带状下边缘曲线为加权的下可能性证券组

合模型 (10) 的有效投资组合曲线 , 带状上边缘曲

线为加权的上可能性证券组合模型 (9) 的有效投资

组合曲线. 如果资产收益率 ri 是具有线性或分段
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线性隶属函数的模糊数 , 则带状上下边缘分别退

化为分段直线段相连的有效投资组合曲线 , 如模

型 (13) 和 (14) 的有效投资组合曲线. 对于收益率

为模糊变量的证券投资组合模型的研究 , 无论是

国内还是国外都进行了大量的研究 , 但他们几乎

都是通过应用模糊规划理论转化为一个凸规划或

线性规划模型 , 最后求出一条有效投资曲线 (如文

献[10 ,11]) , 类似传统的 Markowitz 提出的均值 -

方差模型 (在概率意义上) 的有效投资组合曲线.

近年来也有学者运用主成分分析原理对历史收益

数据进行分析估计出收益率的上下可能性分布 ,

通过建模分析也得到了有效投资组合区域 (如文献

[12 ]) . 但是在实际投资当中 , 投资者往往更注重

风险资产的当前收益状态 , 并试图对未来走势加

以研判. 另外 , 在实际操作中 , 投资者并不采纳传

统模型所研究的有效投资组合策略进行投资 , 因

而本文的研究试图弥补以上不足之处.

4 　结束语

本文以收益率为模糊数 , 对证券组合投资的

收益风险 (均值方差)概念重新度量刻画 , 得到了

与传统均值方差模型相对应的性质. 加权的可能

性证券组合选择模型为投资者提供了一个有效的

投资区域 , 使得投资者在决策上更加灵活 , 具有

较强的指导意义. 由于在现实证券市场中 , 诸多

因素的影响且有些因素难以确切描述具有模糊

性 , 导致证券的预期收益率和相应的风险往往具

有不确定性. 对此 , 运用模糊数处理这些不确定

性是一个强有力的工具. 同时如果能利用权函数

来反映专家掌握的信息与经验 , 则显得更为实

际 , 合理.
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