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带预期的占线周期性折扣租赁策略研究1 

徐寅峰，张兴国，董玉成，郑斐峰 
(西安交通大学 管理学院,陕西 西安，710049) 

摘要: 在雪橇租赁模型基础上，考虑占线决策者还可以以 T 天为周期进行租赁，租赁价

格具有一定折扣的租赁选择。本文给出了这种租赁模型下的确定性竞争策略，并证明其具有

最优竞争比。进一步建立了带预期的占线租赁模型，针对租赁者的不同预期设计策略并分析

其竞争性能。 
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1 引言 

著名的滑雪橇租赁问题（The Ski Problem）首先由 Karp 提出并展开了研究，它是一个

典型的占线决策问题[1]。一个滑雪初学者，不知道他将对这种业余运动会感兴趣多长时间，

即不知道他会滑雪多少次。因此，他每次去滑雪时都会面临两种选择，要么每次花费 c个单

位的成本租借滑雪撬，要么用 P 个单位的成本一次性购买滑雪撬。一旦选择后者，则问题

结束。假设他将滑雪 h 次，那么存在以下两种情形。第一种情形下 h 已知，则此问题称为离

线租赁问题。令 /k P c= 且为正整数（本文中均假设 k 为正整数），容易知道：若 ≥h k则选

择买，否则选择租。但是，第二种情形是 h 未知，在这种情形下的决策问题称为占线租赁问

题。通俗地讲，占线问题是指决策者在任何时刻的决策行为只能基于此前的输入信息，而对

未来输入一无所知的一类决策优化问题。求解占线问题的有效策略通常称为占线策略，并用

竞争比指标衡量策略性能。占线策略的竞争分析与传统求解此类问题方法的最大区别在于：

前者对于变化因素的每一个特例都能给出一个方案,对应的解离最优方案给出的解总在一定

的比例之内，即该方案对于问题的任意输入情形始终保持较优的性能。 
滑雪橇租赁问题考察的是租赁成本，下面根据成本目标给出占线策略的相关定义。对于

成本最小化问题 P 与某一个占线策略 A，如果对于任何的有限长度输入序列δ ，存在常数 r
使得策略 A 与离线最优策略 OPT 的成本满足 ( ) ( )A OPTCost Costrδ δ≤ ⋅ ，则称 A 为 r 竞争

策略或者具有竞争比 r。如果某一个占线策略 B 的竞争比满足 inf (r)Ar∗ = ，则称 B 为该问

题的最优占线策略，并将 r∗ 称为问题的最优竞争比[2]。 

Karp 给出了滑雪橇租赁问题中最优的确定性竞争策略：即先租 k-1 次，然后在第 k 次

滑雪时购买。此策略的竞争比为 −2 1 k ,即它可以保证其费用不超过相应的最优费用的 −2 1 k
倍

[1]
。EI-Yaniv 等人通过策略随机化进一步改善了此问题的竞争比

[3]
。在传统的占线雪橇租

赁问题上，又进行了很多扩展研究：Fujiwara 和 Iwama 研究了输入具有指数分布

( ) tf t e λλ −= 的平均情形
[4]
；Azar 在 Karp 模型的基础上建立了资本投资模型

[5]
。还有许多

更为复杂的扩展模型如 EI-Yaniv 和 Karp 的替换模型
[6]
，Fleischer 的优惠卡模型

[7]
。 

在传统的竞争分析中，占线决策者是在对未来的输入没有任何信息的条件下给出应对策

略并分析其竞争性能。Binali 则提出了风险补偿概念，把占线决策者的风险行为引入传统竞

争分析中
[8]
。 

利用不同策略下的竞争比作为风险的衡量尺度，即用风险策略 A对传统最优竞争策略

的机会成本来定义风险，即 */Ar r 。这里设 t 为占线决策者的风险忍耐度（当 1t > 时，占线
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决策者是风险偏好的；当 1t = 时，占线决策者是风险中立的），则风险策略 A的集合可以表

示为 { }*I rt A t r= Α ≤ ⋅ 。这时，占线决策者就可以根据自己的风险忍耐度来设计策略并容

忍该策略下竞争比的扩大。令 F δ∈ 为预期输入序列，如果占线决策者能够对未来成功的预

期，便可以得到约束竞争比 Âr sup  {Cost ( ) / Cost ( )}A OPT
F

F F
δ∈

= ，该问题的最优约束竞争比

为 Âˆ inf (r )
A

r∗ = 。我们用竞争比性能的提高来衡量风险策略 A所获得的补偿，即风险策略 A

的补偿函数为
* ˆ/A AR r r= 。对于问题 P ，如果占线决策者能够成功预期未来的需求序列，

则总能够在风险策略 A 的集合中选择一个最优风险策略为 tA I∗ ∈ ，得到最优补偿函数为

* ˆsup{ / }
t

AA
A I

R r r∗

∈
= 。 

本文的工作包括两个部分。首先，对经典的占线雪橇租赁问题进行租赁选择的扩展，增

加了租赁者可以周期性租赁并且租金具有折扣的选择，在这种情况下设计占线策略，并证明

其具有最优竞争比。在此基础上建立了占线租赁者的风险补偿模型，针对占线租赁者的风险

容忍度和不同的预期，分别设计占线策略并分析其竞争性能。 

2 具有周期性折扣的占线租赁问题 

2.1 具有周期性折扣的占线租赁模型 

现实中，有一些书店为了方便读者，会给读者提供三种选择：1）按天租赁，每天的成

本为 c；2）购买，成本 P ；3）以T 天为周期进行租赁，租金有一个折扣 d,设 ( )Tcd T X c= − 。 
下面以滑雪撬租赁为例建立模型。 

一个滑雪初学者在购买滑雪撬之前，每天滑学前将面临如下 3 种选择： 

（1）：按天租赁，每天的租赁成本为 c ; 
（2）：购买，成本为 P ； 

（3）：以T 天为周期租，一个周期的折扣租赁成本为 ( )T X c− ，不失一般性假设

1 1X T≤ ≤ −  和 X Z∈ 。周期租赁的租金在一个周期的首日交付并且不可撤销取回。 

模型的目标：如何设计竞争策略，使总成本尽量小。简单界定（3）中 ( )T X− 的变化

范围： 1 T-X k≤ ≤ 。否则，若T-X>k ，则租赁一个周期的成本大于购买的成本，选择（2）

明显优于选择（3），使得选择（3）失去意义。 

由于问题的结果与折扣的天数 X 的范围有关，因此以
⎢ ⎥≤ ≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

1
2

TX 且 X Z∈ 和

⎢ ⎥ + ≤ ≤ −⎢ ⎥⎣ ⎦
1 1

2

T X T 且 X Z∈ 分别讨论。 

2．2 竞争策略设计与分析 

首先分析离线成本，令 H 为离线租赁 H 天的成本等于购买价格。即 

( ) ( ){ }( ) min , modH T X c T X c H T c P
T

⎢ ⎥ − + − =⎢ ⎥⎣ ⎦
。因为具有周期性租赁的选择，所以

对应成本 P 的 H 可能有多个值，如果有，就取其中的最小值。设实际使用 h 天，则不同使

用的天数变化范围与其对应的离线成本分别为： 
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(1) 1 h T X≤ ≤ − :     hc； 

(2) 1 1T X h H− + ≤ ≤ − :   ( ) ( ){ }( ) min , modh T X c T X c h T c
T
⎢ ⎥ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

(3) h H≥ :    P 。 

基于上述分析，租赁过程中有 2 个临界点，一个是按天租与周期性租的临界点：T X− ；

另一个是租与买的临界点： H 。 

策略 A:1）从第一天到第 1T X− − 天，按天租赁； 

2）从第 T-X 天开始，以 T 天为周期，周期性的租赁；假设租赁了 ( )0i i ≥ 个周期后，

满足 [ ]0 1 ( 1)H T X iT T≤ − − − − − < 。若 ( ) [ ]1 ( 1)T X H T X iT T− ≤ − − − − − < ，则

再租赁一个周期;若 [ ]0 1 ( 1)H T X iT T X≤ − − − − − < − ，则一天一天的租赁，直到第 H-1

天；  

3）在第 H 天购买。 

定理 1：当T X c− = 或2c时，竞争比下界为
k

−
1

2 和 2，最优占线策略是从第一天开始

就周期性租赁，租赁（k-1）个和（
k⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥

1
2

）个周期后选择购买。 

当T X c− = 时，问题退化成经典的滑雪橇租赁问题，最优占线策略是从第一天开始就

周期性租赁，租赁（k-1）个周期后购买；当 − = 2T X c时，最优占线策略是从第一天开始就

周期性租赁，租赁（
k⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥

1
2

）个周期后购买，竞争比为 2，最坏情况是实际只使用 1 天。 

定理 2：当 − ≥ 3T X c且 TX
2

⎢ ⎥≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦
且

+∈ZX 时，策略 A 的竞争比为
12 X

k
−

+ 且策略 A

为最优确定性竞争策略。 

证明：当需求的输入一个一个到来的时候，最坏情形只可能在两个时间点取得，一个是

T-X 点，还有一个是 H 点。 

令 R =
占线的成本

离线的成本
。 

在 T-X 点,
1 12T X T XR

T X T X
− − + −

= = −
− −

。 

对 H 点,分四种情况讨论:设 1 ( 1 )d H T X iT= − − − − + 。 

(1)0 1d≤ ≤ 时, 购买时
12P c PR

P k
− +

= = − ； 

(2) 2 1d X≤ ≤ + 时,购买时
2 22P c dc P dR

P k
− + + −

= = + ,是 d 的增函数当

d X= +1时, max
12 XR

k
−

= + ； 

(3) 2X d T X+ ≤ ≤ − 时,购买时
12 XR

k
−

= + ； 

（4）T X d T− + ≤ ≤ −1 1时，购买时
T dR
k
− −

= +
1

2 。 

综上所述,此策略的竞争比为
12 X

k
−

+ 。 

可以看出，最坏序列就是X d T X+ ≤ ≤ −1 的序列，在 H -1 天结束时，占线决策者至少
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比离线决策者的成本 ( )-P c 多用 Xc，除非占线决策者从第一天开始就周期性租赁，但是这

时如果序列马上停止，会使比值达到（T-X）,比文中的竞争比更大。 

定 理 3 ： 在 − ≥ 3T X c 且
TX>
2

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

且
+∈ZX 时 ， 竞 争 比 下 界 为

( )P c T X 1 c+P T-X 22+
P k

− + − − −
= ，且策略 A也为最优确定性策略。 

证明同定理 2 相似。 

3  带有预期的占线周期性折扣租赁问题 

3.1 带有预期的占线周期性折扣租赁模型 

基于上一节的周期性折扣租赁问题，这一节将讨论增加预期后，策略的设计以及竞争比

的改变情况。这里,对预期进行分类的临界点分别是离线成本计算时单租与周期性租的临界

点，租与买的临界点。 

滑雪初学者在每天滑雪之前，他将面临与第 2节一样的 3种选择： 

模 型 的 目 标 ： 如 何 设 计 竞 争 策 略 ， 在 3 种 预 期 下 ： (1), 1;h T X≤ − −  

(2), 1;T X h H− ≤ ≤ − (3), H h≤ ，使总租赁成本尽量小。 

假设： − ≥ 3T X c且 TX
2

⎢ ⎥≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦
且

+∈ZX ；占线决策者的风险容忍度为 t。 

3.2 竞争策略设计与分析 

预期 f1， 1h T X≤ − − 。 

策略 B: 与策略 A 一样。预期成功的竞争比为 1 1C = 。 

预期 f2， 1T X h H− ≤ ≤ − 。 

策略 C: 1）从第一天到第 S-1 天，按天租赁； 

2）从第 S 天开始周期性租赁，假设租赁了 ( )0i i i Z≥ ∈且 个周期后，满足

0 1 ( 1)H S iT T≤ − − − − < ，若 ( ) [ ]1 ( 1)T X H T X iT T− ≤ − − − − − < ，则再租赁一个

周期;若 [ ]0 1 ( 1)H T X iT T X≤ − − − − − < − ，则一天一天的租赁，直到第 H-1 天； 

3）在第 H 天时购买。 

首先，我们求出 S 的表达式。由风险容忍度的定义 { }t AI A r tr∗= ≤ ： 

' 1 ( 1) 1 1(2 ) ' ( 1) ( 1)' (2 ) 1 (2 ) 1

S T X X T X T Xt S SX XS k t t
k k

⎡ ⎤
⎢ ⎥− + − − − − − −

≤ + ⇒ ≥ ⇒ = ⎢ ⎥− −⎢ ⎥+ − + −
⎢ ⎥

    

此预期成功下的竞争比分析：分析一个周期的情形，以第一个周期为例,第一周期图如下所

示： 

 

                       图 1.  第一个周期租赁的时间点示意图 

在周期 [ ),T 2T 内，最坏的情况在两个点中的其中一点取得：一个是 T 点，另一个是 T+S

0 
S T T＋S-1 S－1 T＋S 2T 
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在 T 点： 11
1 11S T X Sr
T X T X
− + − −

= = +
− −

； 

在 T+S 点： 12
1 2( ) 11S T X T Xr
T X S T X S
− + − − −

= = +
− + − +

。 

所以，在区间 [ ),T 2T 内，最大比值为 11 12max{ , }r r 。依次类推，在区间 [ ), ( )nT n 1 T+ 中， 

在 nT 点： 1
1 ( ) 11
( ) ( )n

S n T X Sr
n T X n T X

− + − −
= = +

− −
； 

在 nT S+ 点： 2
1 ( 1)( ) 11

( ) ( )n
S n T X T Xr

n T X S n T X S
− + + − − −

= = +
− + − +

。 

所以，在区间 [ ), ( )nT n 1 T+ ，最大比值为 n1 n2max{ , }r r 。 

下面考察最后一个区间。设
1H m

T
−⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

，在区间 [ ),mT H 内分两种情况： 

（1） ( )( )1 mod 1H T S− ≤ − ，最大比值为 1mr ； 

（2） ( )( )1 mod 1H T S− > − ，最大比值为 { }1 2max ,m mr r 。 

可以看出，预期成功下的比值是时间的减函数，极限为 1，因此竞争比

2 11 12max{ , }C r r= 。 

预期 f3，H h≤ 。 

策略 D：从第一天到 T-X-1 天，按天租赁。从第 T-X 天开始，周期性的租赁，假设租赁

了 n 个周期，又租赁了 e 天， ( )( )e< T X e≤ − ∈1 且 Z ，然后购买。则：分两种情况： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( 1) 11 : ; 2

( 1)( ) mod
T X c n T X c e c P XT X e T t

kn T X c T X e T c
− + − + − + −⎛ ⎞− + > ≤ +⎜ ⎟+ − + − + ⎝ ⎠

。  

设：
( )( )

( ) ( ) ( 1) 1(2 ) '
( 1)( ) mod

T X c n T X c e c P X t
kn T X c T X e T c

− + − + − + −
= +

+ − + − +
（ 't t≤ 且是能取到的最大的

数）。 

( ) ( ) ( ) ( 1) 12 : ; (2 )
( 1)( )

T X c n T X c e c P XT X e T t
n T X c k

− + − + − + −
− + ≤ ≤ +

+ −
。 

设：
( ) ( ) ( 1) 1(2 ) '

( 1)( )
T X c n T X c e c P X t

n T X c k
− + − + − + −

= +
+ −

（ 't t≤ 且是能取到的最大的

数）。 

预期成功下策略的竞争比分析： 

( ) ( ) ( 1) ( 1)( ) ( 1)1T X c n T X c e c P n T X eR
P k

− + − + − + + − + −
= = + 。 

( )
( ) ( )( ) '

2

2 1 ( 1)( ) mod
1 , :

k X n T X T X e T
T X e T R t

k

⎡ ⎤+ − + − + − +⎣ ⎦− + > = ； 

( )
2

(2 1)( 1)
(2), : '

k X n T X
T X e T R t

k
+ − + −

− + ≤ = 。 
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竞争比为
( ) ( )( ) '

3 2

2 1 ( 1)( ) modk X n T X T X e T
C t

k

⎡ ⎤+ − + − + − +⎣ ⎦= 。 

根据上述分析，带预期的占线周期性折扣租赁在风险 t 下的回报如表 1 所示： 

表 1：带预期的占线周期性折扣租赁在风险 t 下的回报 

预期 策略 预期成功的竞争比 风险策略的补偿 

预期 f1： 

1h T X≤ − −  

 
策略 B 

1 12 X
k
−

+  

预期 f2： 

1T X h H− ≤ ≤ −
 

策略 C 11 12max{ , }r r  
11 12

12 / max{ , }X r r
k
−⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

预期 f3： 

H h≤  

 
策略 D 3C  

3
12 /X C

k
−⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

4 小结 

本文在“雪橇租赁”模型基础上，给予需求者多一项租赁选择，即：周期性打折租赁。

设计了竞争策略，求出了策略的竞争比并证明了下界，在此基础上，建立了带预期的风险补

偿模型。可以看出，与 Karp 的雪橇租赁模型相比，占线决策者多一项选择，竞争比的下界

反而增大，这说明不是选择越多，竞争比下界越小。下一步可以在此基础上继续进行扩展，

如在时间维度的基础上，增加一个数量的维度。 
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The Ski Problem with a periodical leasing discount and forecast 
XU Yin-feng, ZHANG Xing-guo, DONG Yu-cheng, ZHENG Fei-feng 

(School of Management, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049,China) 
Abstract: In the classical Ski Problem, the player only has two choices: lease day by day or 
buy. In this paper, we consider the case with a third choice, i.e., lease periodically with a 
leasing cost discount. We present the best deterministic strategy for the on-line player. 
Furthermore, leasing risk and forecast are introduced into our model, and different strategies 
are designed according to the on-line player’s risk tolerance and forecast. 
Keywords: Online Algorithm; Competitive Ratio; Risk; the Ski Problem 


