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摘　要 :在线算法是研究信息不确定决策问题的一种新工具。应用在线算法研究金融租赁问题 (在线租赁) 是近

年来国内外的一个研究热点。本文在前人研究基础上 ,讨论了给定收益约束下在线租赁最小风险策略 ,完善了

在线租赁的风险收益竞争分析。同时我们也把基本的在线租赁扩展为可退货在线租赁问题 ,并进一步讨论了可

退货在线租赁问题的风险最小策略。本文结果对在线租赁研究具有重要意义。
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0 　引言

现代金融租赁产生于 20 世纪 50 年代 ,是一种新的融资方式 ,它对企业迅速获得设备投入 ,提高企业

资金利用率 ,促进企业改善经营管理 ,提高企业经济效益具有重要作用。据世界租赁年报统计 ,2000 年全

球设备租赁交易额已达 5000 亿美元 ,租赁在设备投资中所占比例 ,美国已连续 5 年保持在 30 %以上 ,日

本及欧洲等发达国家均在 10～20 %之间 ,租赁已成为仅次于银行贷款的第二大筹资工具。我国自 80 年

代初期以来 ,租赁作为新兴产业开始出现 ,近年来我国设备租赁开始占全部设备交易额的 1 %左右 ,并在

快速成长。
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在线算法是研究信息不确定决策问题的一种新工具。应用在线算法研究租赁问题 (即在线租赁或者

占线租赁) 是近年来国内外的一个研究热点。在线租赁起源于“租雪橇”模型 ( Karp ,1992) [1 ] ,该模型假设

在线人 (又称局内人或占线人) 需要使用某种仪器 (例如雪橇、汽车、仪器等) ,但并不清楚到底会使用设备

多长时间 ,只有在每个阶段开始时才能决定是否继续使用。因此有两种解决方法 :一是每个阶段付费租赁

c;另一种就是花更高的价钱 p 将其买下来 (不失一般性假设 p/ c 是整数) 。一旦在线人买下了仪器就不必

再付费租赁。问题的目标是决定什么时候租赁和购买能使得竞争比最小 (即 :在线策略花费与最优离线策

略花费的比值尽可能的小) 。Karp 证明当在 p/ c - 1 及其以前的阶段租赁设备 , p/ c 阶段购买设备这一策

略能使该问题达到最小竞争比 ,2 - c/ p。

结合现实租赁中的实际情况 , 很多学者对在线租赁的基本模型进行了扩展 : Karlin 和 Manaees

(1994) [2 ]首次引入概率分布讨论该问题的随机性策略 ,徐寅峰等 (2006) [3 ]扩展了在线租赁的随机性策略 ;

Irani 和 Ramanathan (1998) [4 ]研究了当购买价格波动而租赁费用保持不变情形下的租赁策略 ,徐维军等

(2006) [5 ]进一步讨论了当购买价格和租赁费用都波动情形下的租赁策略 ; EI2Yaniv (1999) [6 ]和徐寅峰等

(2005) [7 ]把利率因素引入到在线租赁策略设计 ,徐维军等 (2006) [8 ]进一步把折扣率引入在线租赁研究中 ;

Binali (1999) [9 ]讨论了给定风险约束下最大收益的租赁策略 (即风险回报模型) ,丁黎黎等 (2005) [10 ] 等讨

论 Bahncard 问题 (租赁问题的一个变形) 的风险回报模型。本文在 Binali 基础上讨论收益约束下风险最

小的租赁策略 ,同时我们会把租赁退货机制引入到基本的在线租赁模型中 ,进而讨论收益约束下风险最小

的可退货在线租赁策略。本文研究对丰富在线租赁的竞争分析具有重要意义。

1 　在线算法的风险收益分析框架

传统的在线算法竞争分析中 ( Sleator 等 , 1985) [11 ] ,存在着一个供决策者选择的策略集 S 和一个离线

对手发出的不确定的序列集 I 。在线决策者的目的就是设计一个好的策略 A ∈S 以应对离线对手不确定

的输入序列σ∈I。也就是说 ,在线决策者相对离线博弈对手而言是一个局内人 ,而离线对手相对在线决

策者而言是无所不知的局外人 ,二者进行的是一场动态的零和博弈。竞争分析方法与解决此类问题的其

它优化方法的区别在于 :它在变化因素的每一个特例中都能给出一个方案 ,使得这一方案所得到的解离最

优方案给出的解总在一定的比例之内 ,从而使在线问题的解始终保持在一个较优的状态 ,即对在线策略 A

以及任何有限的输入序列σ,如果存在一个常数λ满足

Cos tA (σ) ≤λ·Cost opt (σ)

则称在线策略 A 为λ竞争策略 ,或者称Α具有竞争比λ。若某在线策略的竞争比满足

λ3 = in f
A ∈S

(λA )

则λ3 为该在线问题的最优竞争比。

Binali (1999) [8 ]为了在金融投资决策 (主要包括租赁问题、外汇兑换问题和在线拍卖问题等) 中更好的利

用在线算法工具 ,提出了在线算法的风险回报模型。对于任意 A ∈S ,Binali 采用策略 A 的竞争比与传统最优

竞争比的比值来量化策略 A 的风险 ,即 rA =λA /λ3 。其中 rA 的值越大则选择策略 A 的风险也越大。

考虑到在线决策者对离线对手发出的不确定输入序列往往有自己的预测。令 F Α I 为预期输入序

列 ,如果占线决策者能够成功的预期未来的输入序列 ,便可以得到预期输入下策略 A 的约束竞争比λA =

sup
σ∈F

{ Cos tA (σ) / Cos topt (σ) } ,该预期下的最优约束竞争比为λ3 = in f
A ∈S

(λA ) ,Binali 用预期正确下约束竞争比

性能的提高来衡量策略 A 容忍风险后所获得的回报收益 ,具体定义策略 A 的回报收益为 R A =λ3 /λA 。

在线算法的风险回报分析框架具体如图 1 所示。

本质上 ,风险回报模型研究的是给定风险约束下收益最大的在线租赁策略 ,即 :令 S r = { | AλA ≤r ·

λ3 }表示风险忍耐度小于等于 r 的策略集合 ,去设计一个最优风险策略 A 3 ∈S r 使其补偿收益最大 ,即

RA 3 = sup
A ∈S r

{λ3 /λA } 。在本文进一步研究一个对应问题 ,考虑给定收益约束下风险最小的在线租赁策略 ,即

令 S R = { A | RλA ≤λ3 }表示收益大于等于 R 的策略集合 ,去设计一个最优风险策略A 3 ∈S R ,其承受的风
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险最小 ,即 RA 3 = in f
A ∈S R

{λA /λ3 ) 。Binali 的策略主要针对的是风险偏好的在线决策者 ,这类决策者在预定的

风险水平下 ,寻求收益最大化。本文研究的策略针对的主要是风险规避的稳健在线决策者 ,此类决策者预

先设定收益目标范围 ,寻求达到收益目标的最小风险策略。

图 1 　在线算法的风险回报分析框架图

2 　收益约束下风险最小的基本在线租赁策略设计

如前所述 ,基本的在线租赁模型又称为“租雪橇”问题。即一位滑雪爱好者去加拿大旅游 ,由于不能事

先确定到底将会游玩几天 ,因此滑雪者每天必须做出决策是买雪橇或者继续租借雪橇 ,一旦滑雪人买下了

雪橇就不必再付费租赁。雪橇可以抽象为某种具体的租赁产品 (或设备) ,假设每天的租赁费用为 c ,购买

价格为 p (不失一般性假设 p/ c 是整数) 。令 T 表示在前 T - 1 阶段租赁 ,在 T 阶段购买设备生产这种租

赁策略 ;令 S = { T| T = 1 ,2 , ⋯}表示策略全集 ;令 t 表示使用设备的时间 (即设备需要使用 t 阶段) ;令 I =

{ t| t = 1 ,2 , ⋯}为离线对手发出的设备使用时间的序列集。租赁问题的竞争分析可以看作在线租赁人从 S

中选择策略 ,而离线对手从 I 中选择设备使用时间 ,与之进行零和博弈。Cos t T ( t) 表示设备使用期限是 t ,

采用 T 租赁策略的费用 , Cos topt ( t) 表示采用离线最优的租赁策略 opt 的费用。在传统的竞争分析中一般

令λT = sup
t ∈I

Cos t T ( t)
Cos topt ( t)

表示策略 T 的竞争比 ,并用它来衡量策略的优劣 ;令λΤ3 = in f
T ∈S

(λT ) 表示最优竞争比 ,

T 3 表示最优策略。

若事先知道设备的使用期限 ,那么当使用期限 t ≤p/ c - 1 时候 ,离线最优的 opt 策略是一直租用 ,若 t

≥p/ c ,离线最优的 opt 策略是从使用初就购买而完全不租用 ,那么我们有

Cos topt ( t) =
ct t ∈{ t ∈Z ∶t ≤p/ c - 1}

p t ∈{ t ∈Z ∶t ≥p/ c}
(1)

若采用 T 策略 ,当 t ≤T 时 ,租赁方选择租赁 ;当 t > T 时 ,租赁方会选择从 T 时购买。因此有

Cos t T ( t) =
ct t ∈{ t ∈Z ∶t ≤T}

c T + p t ∈{ t ∈Z ∶t > T}
(2)

Karp 证明最优策略为 T 3 = p/ c(即当 p/ c - 1 及其以前租赁 ,在 p/ c 时购买) ,此时最优竞争比为λ3

= 2 - c/ p。本节在下面两个预期基础上 ,讨论收益约束下最小风险租赁策略。

预期 1 :预计 t ≤T 3 ,即预计离线对手发出的序列集为 F1 = { t ∶t ≤T 3 } 。在这种预期下在线租赁人为

了获得更大收益 (即在预期 F1 下使约束竞争比小于无预期的情形) ,那么可选策略 T 应满足 T ≥T 3 ,又

因为当 T > T 3 时 ,风险会扩大 ,但收益却不会继续增加。因此供租赁人选择的合理策略集为 S1 = { T =

T 3 } 。由 (1) , (2) 及约束竞争比的定义 ,容易得到无预期下策略 T ∈S1 的竞争比为λT = 2 - c/ p ,同时由约

束竞争比的定义也容易得到预期 F1 下策略 T 的竞争比为λT = 1。

预期 2 :预计 t > T 3 ,也即预计离线对手发出的序列集为 F2 = { t ∶t > T 3 } 。在这种预期下在线租赁为

了获得更多收益 ,即在预期下 F2 使约束竞争比小于无预期的情形 ,那么可选策略 T 应满足 T ≤T 3 ,即合

理策略集合为 S2 = { T ≤T 3 } 。类似的 ,容易得到无预期下策略 T ∈S2 的竞争比为λT =
c T + p

c T
,同时由预

期下竞争比的定义也容易得到预期 F2 下策略 T 的竞争比为 �λT =
c T + p

p
。

根据 Binali 的风险与收益定义知策略 T 的收益为λ3 / �λT ,风险为λT /λ3 。计算在两种预期 F1 和 F2

下 ,各自对应可行策略的收益和风险 ,计算结果见表 1。
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表 1 　基本在线租赁问题不同预期和策略下的收益和风险

预期 策略集 收益 风险

t ∈F1 t ∈S1 2 - c/ p 1

t ∈F2 t ∈S2
2 p - c
c T + p

c T p + p2

2c T p - c2 T

定理 1 　设定在线租赁者预期收益水平为 R (其中 R > 1) ,预期 F1 , F2 下最小风险策略分别为 T1 ,

T2 。那么有 : (1) 当设定 R ≤2 - c/ p 时 , T1 = T 3 = p/ c , T2 =
2 p - c - p R

cR
; (2) 当 R > 2 - c/ p 时 ,预期 F1 或

F2 下都不存在能达到该收益的策略。

证明 　在预期 F1 下 ,收益为 2 - c/ p ,风险为 1。这显示收益和风险跟策略 T ∈S1 的选择无关 ,当设

定的过高的收益水平 ,即 R > 2 - c/ p ,则不存能达到该收益的策略 ;当 R ≤2 - c/ p 时 ,则任何策略 T ∈S1

都可以最小化风险 (这时最小风险为常数 1) 。因为 S1 仅包含唯一的策略 T 3 ,所以当 R ≤2 - c/ p 时 , T1

= T 3 = p/ c。在预期 F2 下 ,收益为 2 p - c
c T + p

,风险为 c T p + p2

2c T p - c2 T
。因为当 T ∈S2 时最大收益为 2 - c/ p ,所

以当 R > 2 - c/ p ,设定的收益水平过高 ,不存能达到该收益的策略 ;当设定 R ≤2 - c/ p ,我们有 2 p - c
c T + p

≥R ,

此时有 T ≤2 p - c - p R
cR

。又因为风险 c T p + p2

2c T p - c2 T
是 T 的减函数 ,所以当 T 取最大值2 p - c - p R

cR
时风险最

小。所以 T2 =
2 p - c - p R

cR
。得证。

3 　进一步扩展

本节将定义退货费用函数 ,并把基本在线租赁问题扩展为可退货在线租赁问题。假设在线租赁方在

选择购买设备后 ,如果觉得购买设备不划算 ,可以在任何时候花费一定的代价把设备退还给承租方。对于

该问题 ,租赁方和承租方必须首先对退还购买设备的总支付费用达成一个合同条款。

定义 F( x) 是租赁方在购买设备 x 时间后退货所需支付的总费用。根据租赁退货的一些常识 ,容易

知道 F( x) 满足下列性质 : (1) F( x) 是增函数 ,即购买时间越长 ,所需支付的退货费用越大 ; (2) 为了保证租

赁退货机制的运行 ,退货费用 F( x) 必须大于租赁费用 cx。这主要是防止恶意退货 ,因为若购买 x 时间后

退货的费用 F ( x) 小于租赁费用 cx ,那么理性的租赁方 (即假设租赁方总是寻求最小化租赁成本费用) 总

会选择先购买设备生产然后退货 ; (3) 购买后立即退货的费用应小于 p ,即 F(0) < p ,这是因为若 F(0) ≥

p ,而 F( x) 又是增函数 ,我们有 F( x) ≥p ,这会导致在任何时候决策者都不会选择退货 ,因为退货的费用

太大 ( ≥p) ,购买设备后退货总比不退货花费更大。由上述分析我们能抽象出 F( x) 的性质 ,并正式定义

退货费用函数来描述可退货在线租赁问题。

定义 1 　定义 F( x) 是在购买设备 x 时间后退货的费用函数 ,若其满足下列性质 : (1) F( x) 是增函数 ;

(2) F( x) > cx ; (3) F(0) < p。

若简化考虑 F( x) 是线性函数 ,即 F( x) = A + B x ,由定义 1 知道 A < p , B > c。

定理 2 　如租赁人采用策略 T 进行租赁 ,那么理性的租赁人当且仅当设备使用期限 T < t ≤T + [ F - 1

( P) ]时会选择退货 ,其中[ F - 1 ( P) ]表示对 F - 1 ( P) 向小取整。

证明 　(充分性) 因为采用 T 策略 ,所以租赁人购货时间为 t - T。又因为 t ≤T + [ F - 1 ( P) ]且 F( x)

是增函数 ,那么 F( t - T) ≤P。因为理性决策者会选择费用最小的租赁行为 ,所以选择退货。(必要性) 因

为理性决策者选择退货 ,所以 T < t 且 F ( t - T) ≤P。由 F( t - T) ≤P 知 t ≤T + F - 1 ( P) ,又因为 t 是整

数 ,所以 T < t ≤T + 1 + [ F - 1 ( P) ]。得证。

若事先知道设备的使用期限 ,那么当使用期限 t ≤p/ c - 1 时候 ,离线最优的 opt 策略是一直租用 ,若 t

≥p/ c ,离线最优 opt 的策略是从使用初就购买而完全不租用 ,那么我们有
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Cos topt ( t) =
ct t ∈{ t ∈Z ∶t ≤p/ c - 1}

p t ∈　{ t ∈Z ∶t ≥p/ c}
(3)

若采用 T 策略 ,由定理 1 知当 T < t ≤T + [ F( x) ] ,租赁方会选择从 T 时购买 ,并在 t 时刻退货 ;当 t ≤

T 时 ,租赁方会选择租赁 ;当 t > T + [ F( x) ]时 ,租赁方会选择从 T 时购买 ,并不再退货。因此我们有

Cos t T ( t) =

ct t ∈{ t ∈Z ∶t ≤T}

c T + F( t - T) t ∈{ t ∈Z ∶T + 1 ≤t ≤T + [ F( x) ]}

c T + p t ∈{ t ∈Z ∶t > T + [ F( x) ]}

(4)

采用传统的竞争分析容易知道 :在线可退货租赁的最优竞争策略为 T0 = p/ c - [ F - 1 ( p) ] ,此时最小

竞争比为λT0 = 2 -
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 。限于篇幅我们不详细讨论传统竞争分析具体过程 ,而主要讨论收

益约束下可退货在线租赁的最小风险策略 ,按照设备需要使用的期限 ,可以作出 3 种预期 :

预期 1 　预计 t ≤T0 ,即预计离线对手发出的序列集为 F1 = { t ∶t ≤T0 } 。在这种预期下在线租赁人为

了获得更大收益 (即在预期 F1 下使约束竞争比小于无预期的情形) ,那么可选策略 T 应满足 T ≥T0 ,又因

为当 T > T0 时 ,风险会扩大 ,但收益却不会继续增加。因此供租赁人选择的合理策略集为 S1 = { T = T0 } 。

预期 2 　预计 T0 < t ≤T0 + [ F - 1 ( P) ] ,也即预计离线对手发出的序列集为 F2 = { t ∶T0 < t ≤T0 +

[ F - 1 ( P) ]} 。在这种预期下在线租赁人为了获得更多收益 (即在预期下 F2 使约束竞争比小于无预期的情

形) ,那么可选策略 T 应满足 T ≥T0 + 1 ,又因为当 T ≥T0 + [ F - 1 ( P) + 1 ]时 ,风险会扩大 ,但收益却不会

继续增加。因此供租赁人选择的合理策略集为 S2 = { T0 ≤T ≤T0 + [ F - 1 ( P) ]} 。

预期 3 　预计 t > T0 + [ F - 1 ( P) ] ,也即预计离线对手发出的序列集为 F3 = { t ∶t > T0 + [ F - 1 ( P) ]} 。

在这种预期下在线租赁人为了获得更多收益 ,即在预期 F3 下使约束竞争比小于无预期的情形 ,那么可选

策略 T 应满足 T ≥T0 ,即合理策略集合为 S3 = { T ≤T0 } 。

令λT0 为无预期下最优策略的竞争比 ,λT 为策略 T 在预期失败后 (即无预期) 的竞争比 ,λT为策略 T 在

预期成功下的约束竞争比 ,那么根据 Binali 风险收益定义 ,策略 T 的收益为λT0 /λT ,风险为λT /λT0 。计算

在三种预期 F1 , F2 , F3 下 ,各自对应可行策略的收益和风险 ,计算结果见表 2 :

定理 3 　给定在线租赁者预期收益水平为 R (其中 R > 1) ,预期 F1 , F3 下最小风险策略分别为 T1 ,

T3 。那么我们有 : (1) 预期 F1 下 ,当设定 R ≤2 -
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 时最小风险策略为 T1 = T0 = p/ c - 1 -

[ F - 1 ( p) ] ; (2) 预期 F3 下 ,当 R ≤2 -
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 时 T3 =
2 p - c - p R - c[ F - 1 ( x) ]

cR
; (3) 预期 F1 或

F3 下 ,当 R ≥2 -
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 时都不存在能达到该收益的策略。

证明 　类似于定理 1 的证明。
表 2 　不同预期和策略下的收益和风险

预期 策略集
预期成功的
竞争比λT

预期失败的
竞争比λT

收益 风险

t ∈F1 T ∈S1 1 2 -
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 2 -
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 1

t ∈F2 T ∈S2
c T + F( t 3 - T)

ct 3
c T + F( [ F - 1 ( p) ])

p
2ct 3 p - c2 t 3 - c2 t 3 [ F - 1 ( p) ])

pc T + p F( t 3 - T)
c T + F( [ F - 1 ( p) ])
2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]

t ∈F3 T ∈S3
c T + p

p
c T + F( [ F - 1 ( p) ])
c( T + [ F - 1 ( p) ])

2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]
c T + p

c T p + p F( [ F - 1 ( p) ])
c( T + [ F - 1 ( p) ]) (2 p - c - c[ F - 1 ( p) ])

其中c T + F( t 3 - T)
ct 3 = sup

t ∈F2

c T + F( t - T)
ct

。

定理 4 　设退货费用函数 F( x) 为线性函数 ,预期 F2 下最小风险策略为 T2 。给定在线租赁者预期收

益水平为 R (其中 R > 1) ,我们有 : (1) 当 R >
2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]

p + p F(0)
时不存在该预期下能达到此收益的策略 ;

(2) 当 R ≤2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]
p + p F(0)

时 T2 = G- 1 ( R) ,其中 G( T) =
2ct 3 p - c2 t 3 - c2 t 3 [ F - 1 ( p) ]

pc T + p F( t 3 - T)
。
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证明 　当 F( x) 是线性函数 ,我们不难知道 c T + F( t - T)
ct

在 t ∈F2 时是增函数。因为 c T + F( t 3 - T)
ct 3

= sup
t ∈F2

c T + F( t - T)
ct

, 所以 t 3 = T0 + [ F - 1 ( P) ]。在预期 F2 下 , 由表 2 知收益为 G ( T ) =

2ct 3 p - c2 t 3 - c2 t 3 [ F - 1 ( p) ]
pc T + p F( t 3 - T)

,容易证明收益是 T 的增函数。因为当 T = T0 + [ F - 1 ( P) ]时 ,收益取最大

值为2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]
p + p F(0)

,所以当 R >
2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]

p + p F(0)
,设定的收益水平过高 ,预期 F2 下不存能达到该

收益的策略 ;当设定 R ≤2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]
p + p F(0)

, 我们有 G ( T) ≥R , 此时有 T ≥G- 1 ( R) 。容易证明风险

c T + F( [ F - 1 ( p) ]
2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]

是 T 的增函数 ,所以当 T 取最小值 G - 1 ( R) 时 ,风险最小 ,所以 T2 = G- 1 ( R) 。得证。

4 　结论

对于金融租赁项目管理 ,传统意义上评估一个租赁项目的投资决策方法主要有静态分析与动态分析

方法 ,即对未来各期盈利能力进行评估 ,然后进行投资成本与折现收益比较 ,再决定是否投资。从本质上

讲 ,传统决策方法是收益与成本之间进行比较分析。在线租赁主要是应用在线算法研究租赁策略 ,是近年

的研究热点问题。在线算法决策方法是成本与成本之间或者收益与收益之间进行比较分析。在线决策方

法从给定的策略集中找出相对于离线策略而言最优的投资方案 ,也就是说 ,在线算法始终与其相应的某一

基准算法进行比较。它提供了一种策略性能的测量方法。本文主要讨论在线租赁问题 ,在 Binali 的研究

基础上 ,进一步提出了收益约束下风险最小的在线租赁策略 ,同时也扩展基本租赁问题为可退货租赁问

题。在线可退货租赁问题有很好的经济意义 ,基本的在线租赁本质上是考虑了两个市场 (租赁市场和新货

购买市场) ,但现实租赁中往往存在二手货交易市场 ,可退货租赁考虑了购买后的设备能够退还 ,事实上是

在基本租赁模型中引入了一个二手货市场。

在今后的研究中 ,作者会进一步提出概率预期下在线租赁的风险收益竞争分析方法。无论 Binali 的

风险回报模型 ,还是本文的进一步讨论 ,都是考虑确定性预期 ,即要么预期成功 ,要么预期失败。概率预期

不对预期简单的作是和否的判断 ,而是估计预期出现的概率 ,在此基础上研究在线租赁将会很好的丰富在

线租赁的风险收益竞争分析框架。
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