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摘　要 :经典的在线租赁只考虑购买和租赁两种决策行为 ,当在线租赁方购买设备后 ,不允许退货。本文假设在线

租赁方在选择购买设备后 ,如果觉得购买设备不划算 ,可以在任何时候花费一定的代价把设备退还给承租方。通

过定义退货费用函数来刻画退货行为 ,本文提出了可退货在线租赁问题 ,它是经典在线租赁问题的扩展。利用传

统的竞争分析方法设计了该问题的竞争策略 ,分析了策略的竞争性能 ,并证明该策略能达到竞争比下界 (即是最优

竞争策略) 。同时 ,在风险回报竞争分析框架下 ,进一步讨论了上述问题 ,得到了给定预期和风险下收益最优的竞

争策略。
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1　引言

租赁是一种常见的社会经济活动 ,应用在线算

法研究租赁问题是最近的一个研究热点 ,它起源于

1992年 Karp 提出的“租雪橇”模型[1 ] ,该模型假设

在线人 (又称局内人或占线人)需要使用某种仪器

(例如雪橇、汽车、仪器等) ,但并不清楚到底会使用

设备多长时间 ,只有在每个阶段开始时才能决定是

继续用还是不用。因此他有两种解决方法 :一是每

个阶段付费 c租赁 ;另一种就是花更高的价钱 p将

其买下来 (不失一般性假设 p/ c是整数) 。一旦在线

人买下了仪器就不必再付费租赁。因为只有在每个

阶段初才知道以后还需不需要这个仪器设备 ,所以

决定什么时候租用 ,什么时候购买是问题的关键。

问题的目标是决定什么时候租赁和购买能使得竞争

比最小 ,即使在线策略花费与最优离线策略花费的

比值尽可能的小。Karp 证明当在 p/ c - 1及其以前

的阶段租赁设备 , p/ c阶段购买设备这一策略能使

该问题达到最小竞争比 (2 - c/ p) 。

结合现实租赁中的实际情况 ,很多学者对这个

基本模型进行了扩展 : Karlin 等[2 ]讨论了在线租赁

的随机策略 (即混合策略) ,文献[3 ]讨论了输入具有

几何分布特征下的概率竞争比策略 ,文献[4 ]讨论了

具有指数概率分布特征下的概率竞争比策略 ,文献

[5 ]在文献[ 3 - 4 ]的基础上从连续租赁和离散租赁

两方面详细讨论了概率竞争比策略 ; Irani 等[6 ]研究

了当购买价格波动而租赁费用保持不变情形下的租

赁策略 ,文献[ 7 ]进一步讨论了当购买价格和租赁费

用都波动情形下的租赁策略 ; Yaniv[8 ]把利率因素引

入到在线租赁策略设计 ,文献[9 ]考虑了设备折旧因

素的在线租赁研究。在这些在线租赁研究中 ,假设

租赁方要么继续租用设备要么购买 ,购买后不允许

租赁方退货。事实上在现实租赁合同条款中 ,允许

退货是很常见的条款。因此本文将研究如果租赁方

和承租方达成了可退货协定后 ,在线租赁问题的策

略设计。作者将首先应用传统竞争分析方法给出可

退货在线租赁的最优策略 ,然后基于 Binali 等[10 ]建

立的风险回报竞争分析框架进一步讨论此问题。

2　竞争分析的基本概念[10 ,11 ]

本节将介绍传统的竞争分析方法[11 ] 和风险回

报竞争分析方法[10 ]。在传统竞争分析中 ,存在着一

个供决策者选择的策略集 S和一个离线对手发出的

序列集 I。在线决策者的目的就是设计一个好的策
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略 A ∈S以应对离线对手可能发出不确定的输入序

列σ∈ I。竞争分析方法与以往解决此类问题方法的

最大区别在于 :它在变化因素的每一个特例中都能

给出一个方案 , 使得这一方案所得到的解离最优方

案给出的解总在一定的比例之内 ,从而使在线问题

的解始终保持在一个较优的状态 ,即对在线策略 A

以及任何有限的输入序列σ,如果存在一个常数λ满

足

CoxtA (σ) ≤λ·Costopt (σ)

则称在线策略 A 为λ竞争策略 ,或者称 A 具有

竞争比λ。若某在线策略的竞争比满足λ3 =

in f
A ∈S

(λA ) ,则λ3 为该在线问题的最优竞争比。

传统的竞争分析让在线决策者始终选择无风险

的行为来得到最优竞争比。1999年 ,Binali[10 ]把在线

决策者的风险行为引入传统竞争分析中 ,把“行为”

看作策略的选择 ,把“结果”看作策略下的竞争比

(如图 1所示) ,利用不同策略下的竞争比作为风险

的衡量尺度 ,即用策略 A 的竞争比与传统最优竞争

比的比值 (即λA /λ3 ) 来定义风险 ,提出了风险回报

概念。令 r ≥1为在线决策者的风险忍耐度 (当 r = 1

时 ,在线决策者是风险规避的 ;当 r > 1时 ,在线决策

者是风险偏好的) , Ir = { A |λA ≤r·λ3 } 表示风险

忍耐度小于等于 r的策略集合。

在线决策者可以根据自己的风险忍耐度来设计

策略。令 F ∈ I为预期输入序列 ,如果占线决策者能

够成功的预期未来的需求序列 ,便可以得到有约束

竞争比 ,λA = sup
σ∈F

{ Cost A (σ) / Cost opt (σ) } ,该预期下

的最优竞争比为λ3 = inf
A∈S

(λA ) 。用预期正确下竞争

比性能的提高来衡量策略 A容忍风险后所获得的回

报收益 , 具体定义策略 A 的回报收益为 R A =

λ3 /λA。

对于问题 P ,如果在决策者能够成功预期未来

的需求序列 ,则期望设计一个最优风险策略 A 3 ∈

I t ,其补偿函数为 RA 3 = sup
A ∈I t

{
λ 3 /λA }

图 1

3　可退货在线租赁基本问题及策略设计

311　退货费用函数

可退货在线租赁是基本租赁问题的扩展 ,它假

设在线租赁方在选择购买设备后 ,如果觉得购买设

备不划算 ,可以在任何时候花费一定的代价把设备

退还给承租方。对于该问题 ,租赁方和承租方必须

首先对退还购买设备的惩罚费用达成一个合同条

款。

定义 F( x) 是租赁方在购买设备 x时间后退货

的惩罚费用。根据租赁退货的一些合同常识[9 ,11 ] 容

易知道 : (1) F( x) 是增函数 ,即购买时间越长 ,所需

支付的退货费用越大。另外为了保证租赁退货机制

的运行 ,通过分析容易知道 : (2) 退货费用 F( x) 必

须大于租赁费用 cx。这主要是防止恶意退货 ,因为

若购买 x 时间后退货的费用 F ( x) 小于租赁费用

cx ,那么理性的租赁方 (即假设租赁方总是寻求最小

化租赁成本费用) 总会选择先购买设备生产然后退

货 ; (3) 购买后立即退货的费用应小于 p ,即 F(0) <

p ,这是因为若 F(0) ≥p ,而 F( x) 又是增函数 ,则有

F( x) ≥ p ,这会导致在任何时候决策者都不会选择

退货 ,因为退货的费用太大 ( ≥ p) ,购买设备后退货

总比不退货花费更大。由上述分析定义退货费用函

数。

定义 1 :定义 F( x) 是在购买设备 x时间后退货

的费用函数 ,若其满足下列性质 : (1) F( x) 是增函

数 ; (2) F( x) - cx > 0 ; (3) F(0) < p。

若简化考虑 F( x) 是线性函数 ,即 F( x) = A +

B x ,由定义 1知道 A < p , B > c。

定义 2 :定义 F( x) 是线性退货费用函数 ,若 A

< p , B > c。

312　竞争策略设计及其竞争比

令 T表示在前 T阶段租赁生产 ,在 T + 1阶段购

买设备生产这种租赁策略 ;令 S = { T | T = 1 ,2 , ⋯}

表示策略全集 ;令 t表示使用设备的时间 (即设备需

要使用 t阶段) ;令 I = { t | t = 1 ,2 , ⋯} 为离线对手

发出的设备使用时间的序列集。租赁问题的竞争分

析可以看作在线租赁人从 S 中选择策略 ,而离线对

手从 I中选择设备使用时间 ,与之进行零和博弈。

Cost T ( t) 表示设备使用期限是 t ,采用 T租赁策略的

费用 , Cost opt ( t) 表示采用离线最优的租赁策略 opt

的费用。在传统的竞争分析中一般令λT = sup
t∈T

Cost T ( t)
Cost opt ( t)

表示策略 T的竞争比 ,并用它来衡量策略
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的优劣 ;令λT 3 = inf
T∈S

(λT ) 表示最优竞争比 , T 3 表示

最优策略。

定理 1 :如租赁人采用策略 T进行租赁 ,那么理

性的租赁人当且仅当设备使用期限 T < t ≤T + 1 +

[ F- 1 ( P) ]时会选择退货 , 其中 [ F- 1 ( P) ] 表示对

F- 1 ( P) 向小取整。

证明 : (充分性) 因为采用 T策略 ,所以租赁人

购货时间为 t - T - 1。又因为 t ≤T + 1 + [ F- 1 ( P) ]

且 F( x) 是增函数 ,那么 F( t - T - 1) ≤P。因为理性

决策者会选择费用最小的租赁行为 ,所以选择退货。

(必要性) 因为理性决策者选择退货 ,所以 T < t且

F ( t - T - 1) ≤ P。由 F( t - T - 1) ≤ P知 T ≤t +

1 + F- 1 ( P) ,又因为 t是整数 ,所以 T < t ≤ T + 1 +

[ F- 1 ( P) ]。得证。

下面讨论可退货租赁问题的一个策略 ,该策略

考虑在前 T0 阶段租赁设备 ,在其以后购买设备 ,其

中 T0 = p/ c - 1 - [ F- 1 ( p) ]。

定理 2 : T0 策略的竞争比为 2 -
c
p

(1 +

[ F- 1 ( p) ]) 。

证明 :若事先知道设备的使用期限 ,那么当使用

期限 t ≤ p/ c - 1时候 ,离线最优的 opt 策略是一直

租用 ,若 t ≥p/ c ,离线最优的 opt策略是从使用初就

购买而完全不租用 ,那么有 :

Cost opt ( t) =
ct t ∈{ t ∈ Z : t ≤ p/ c - 1}

p t ∈{ t ∈ Z : t ≥ p/ c}

(1)

若采用 T0 策略 ,由定理 1知当 t ∈ I1 = [ p/ c -

[ F- 1 ( p) ] , p/ c] ,租赁方会选择从 T0 时购买 ,并在 t

时刻退货 ;当 t ∈ I2 = [1 , p/ c - 1 - [ F- 1 ( p) ] ]时 ,

租赁方会选择租赁 ;当 t ∈ I3 = ( p/ c , + ∞) 时 ,租

赁方会选择从 T0 时购买 ,并不再退货。因此有

　　 Cost T0
( t) =

ct t ∈ I1

c( p/ c - 1 - [ F- 1 ( p) ]) + F( t - p/ c + [ F- 1 ( p) ]) t ∈ I2

c( p/ c - 1 - [ F- 1 ( p) ]) + p t ∈ I3

(2)

令λ( t) =
Cost T0

( t)

Cost opt ( t)
,化简得

　　λ( t) =

1 t ∈ I1

1 + c/ p - c[ F- 1 ( p) ]/ p + F( t - p/ c + [ F- 1 ( p) ]) / p t ∈ I2

2 - c/ p (1 + [ f - 1 ( p) ] t ∈ I3

(3)

因为策略 T0的竞争比λT0 = sup
t

(λ( t) ) ,同时容易证

明λ( t) 是非减函数 ,所以

λ = sup
t

{λ( t) } = 2 -
c
p

(1 + [ F- 1 ( p) ])

(4)

313　竞争比下界

定理 3 :允许退货租赁问题的竞争比下界为 2 -

c
p

(1 + [ F- 1 ( p) ]) 。

证明 :对任意策略 T ∈ S ,下面分三种情况讨

论 :

i) 若 T ≤ T0 ,此时假设设备使用期限 t = T +

[ F- 1 ( p) ]。于是根据 (1) 有

Cost opt ( T + [ F- 1 ( p) ]) = c( T + [ F - 1 ( p) ])

(5)

根据 (2) 有

Cost T ( T + [ F- 1 ( p) ]) = cT + F( [ F- 1 ( p) ])

(6)

结合 (5) (6) 得

λT =
Cost T ( T + [ F- 1 ( p) ])

Costopt ( T + [ F- 1 ( p) ])
=

cT + F([ F- 1 ( p) ])
c( T + [ F- 1 ( p) ])

= 1 +
F([ F- 1 ( p) ]) - c[ F- 1 ( p) ]

c( T + [ F- 1 ( p) ])
(7)

由退货费用函数的定义知 F( [ F- 1 ( p) ]) -

c[ F- 1 ( p) ] > 0 ,所以λT在 T ≤ T0 是非增函数 ,即 :

λT ≥λT0 = 2 -
c
p

(1 + [ F- 1 ( p) ]) (8)

ii) 若 T0 + 1 ≤T ≤T0 + 1 + [ F- 1 ( p) ] ,同样假

设设备使用的结束期限 t = T + [ F- 1 ( p) ]。于是根

据 (1) (2) 有 :

λT =
Cost T ( T + [ F- 1 ( p) ])

Costopt ( T + [ F- 1 ( p) ])
=

cT + F([ F- 1 ( p) ])
p

(9)

从 (9) 可看出λT 在 T 0 + 1 ≤ T ≤ T0 + 1 +

[ F- 1 ( P) ]是非减函数 ,即 (8) 成立

iii) 若 T > T0 + [ F- 1 ( P) ] + 1 ,同样假设设备

使用的结束期限 t = T + [ F- 1 ( p) ]。于是根据

(1) (2) 并类似 ( ii ) 也可以得到 (8) 成立。
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综上得证。

4　可退货在线租赁的风险回报模型

上一节利用传统的竞争分析方法讨论了可退货在

线租赁问题 ,这一节将利用第 2节介绍的Binali的风险

回报竞争分析框架 ,继续讨论这一问题。采用Binali的

竞争分析方法讨论在线租赁问题是一个新的研究趋

势 ,文献 [12 ]利用该方法讨论了基本租赁问题 ,文献

[13]讨论了在线租赁问题的一个变型(Bahncard问题)。

下面讨论可退货的在线租赁风险回报模型 ,按照设备

需要使用的期限 ,可以作出 3种预期 :

预期 1 :预计 t ≤ T0 ,即预计离线对手发出的序

列集为 F1 = { t∶t ≤T0 }。在这种预期下在线租赁人

为了获得更大收益 (即在预期 F1下使竞争比小于无

预期的情形) ,那么可选策略 T应满足 T ≥T0 ,又因

为当 T > T0 时 ,风险会进一步扩大 ,但收益却不会

继续增加。因此供租赁人选择的合理策略集为 S1 =

{ T = T0 }。

预期 2 :预计 T0 + 1 ≤t ≤ T0 + 1 + [ F- 1 ( P) ] ,

也即预计离线对手发出的序列集为。F2 = { t∶T0 +

1 ≤t ≤ T0 + 1 + [ F- 1 ( P) ]}。在这种预期下在线租

赁为了获得更多收益 (即在预期 F2 下使竞争比小于

无预期的情形) ,那么可选策略 T应满足 T ≥ T0 +

1 ,又因为当 T ≥T0 + [ F- 1 ( P) ] + 1时 ,风险会进一

步扩大 ,但收益却不会继续增加。因此供租赁人选择

的合理策略集为 S2 = { T0 + 1 ≤ T ≤ T0 +

[ F- 1 ( P) ] + 1}。

预期 3 :预计 t > T0 + [ F- 1 ( P) ] + 1 ,也即预计

离线对手发出的序列集为 F3 = { t ∶t > T0 +

[ F- 1 ( P) ] + 1}。在这种预期下在线租赁为了获得更

多收益 ,即在预期 F3 下使竞争比小于无预期的情

形 ,那么可选策略 T应满足 T ≤ T0 ,即合理策略集

合为 S3 = { T ≤ T0 }。

令λT0 为无预期下最优策略的竞争比 ,λT 为策

略 T在预期失败后 (即无预期) 的竞争比 ,λT为策略

T在预期成功下的竞争比 ,那么根据 Binali 的风险

回报竞争分析 , 策略 T 的收益为λT0 /λT , 风险为

λT /λT0 。计算在三种预期 F1 , F2 , F3 下 ,各自对应可

行策略的收益和风险 ,计算结果见表 1。

表 1　不同预期和策略下的收益和风险

预期 策略集
预期成功的

竞争比λT

预期失败的

竞争比λT

收益 风险

t∈F1 T∈S1 1 2
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 2
c
p

(1 + [ F - 1 ( p) ]) 1

t∈F2 T∈S2
c T + F( t - T - 1)

ct
c T + F( [ F - 1 ( p) ])

p
2ct p - c2 t - c2 t[ F - 1 ( p) ]

pc T + p F( t - T - 1)
c T + F( [ F - 1 ( p) ])
2 p - c - c[ F - 1 ( p) ]

t∈F3 T∈S3
c T + p

p
c T + F([ F- 1 ( p) ])
c( T + [ F- 1 ( p) ])

2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]
c T + p

cTp + pF([ F- 1 ( p) ])
c( T + [ F- 1 ( p) ]) (2p - c - c[ F- 1 ( p) ])

　　定理 4 :若在线租赁的风险容忍度为 r ,预期

F1 , F2 , F3 下收益最大的策略分别为 T1 , T2 , T3。那

么有 : T1 = p/ c - [ F- 1 ( p) ] - 1 ; T3 =

pF([ F- 1 ( p) ]) - rc (2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]) [ F- 1 ( p) ]
rc (2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]) - cp

;

令 f ( T) =
2ct p - c2 t - c2 t[ F- 1 ( p) ]

pc T + p F ( t - T - 1)
,那么 T2 为方

程的 f ( T) = inf
T∈S 3

2

2ct p - c2 t - c2 t[ F- 1 ( p) ]
pc T + p F ( t - T - 1)

根 ,

其中 S 3
2 = { T ∶ T0 + 1 ≤ T ≤ r(2 p - c -

c[ F- 1 ( p) ]) / c - F( [ F- 1 ( p) ]) / c}。
证明 : i) 当预期为 F1 ,合理的策略集为 S1 = { T

= T0 } ,所以 T1 = T0 得证。

ii) 当预期为 F2 ,当采用策略 T ∈S2 时 ,由表 1

知采用策略 T 时风险为 c T + F( [ F- 1 ( p) ])
2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]

,因为

在线租赁人的风险容忍度为 r ,所以

cT + F( [ F- 1 ( p) ])
2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]

≤ r (10)

化简得 :

T ≤r(2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]) / c - F([ F- 1 ( p) ]) / c

(11)

因为 T ∈S2 ,结合 (11) 有 T ∈S 3
2 ,其中 S 3

2 =

{ T∶T0 + 1 ≤ T ≤ r(2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]) / c -

F( [ F- 1 ( p) ]) / c}。

由表 1知预期下 F2 采用策略 T ∈S2 时收益为

2ct p - c2 t - c2 t[ F- 1 ( p) ]
pc T + p F ( t - T - 1)

,那么收益最大的策略 T2

应为方程
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f ( T) = inf
T∈S 3

2

2ct p - c2 t - c2 t[ F- 1 ( p) ]
pc T + p F ( t - T - 1)

(12)

的根 ,其中 f ( T) =
2ct p - c2 t - c2 t[ F- 1 ( p) ]

pc T + p F ( t - T - 1)
。

iii) 当预期为 F3时由表1知采用策略 T ∈S3的

风险为 cT p + p F ( [ F- 1 ( p) ])
c( T + [ F- 1 ( p) ]) (2 p - c - c[ F- 1 ( p) ])

,因

为在线租赁人的风险容忍度为 r ,所以

cT p + p F ( [ F- 1 ( p) ])
c( T + [ F- 1 ( p) ]) (2 p - c - c[ F- 1 ( p) ])

≤ r

(13)

化简得

pF([ F- 1 ( p) ]) - rc (2p - c - c[ F- 1 ( p) ]) [ F- 1 ( p) ]
rc(2p - c - c[ F- 1 ( p) ]) - cp

≤T

(14)

同样 由 表 1 知 采 用 策 略 T 时 收 益 为

2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]
cT + p

是 T 的减函数 ,所以当采用 T3

策略时能获得最大收益 ,其中

T3 =
pF([ F- 1 ( p) ]) - rc(2p - c - c[ F- 1 ( p) ]) [ F- 1 ( p) ]

rc(2p - c - c[ F- 1 ( p) ]) - cp。

推论 :当退货费用函数 F( x) 为线性时 ,有 T2 =

r(2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]) / c - F( [ F- 1 ( p) ]) / c。

证 明 : 由 定 义 2 容 易 证 明 ,

2ct p - c2 t - c2 t[ F- 1 ( p) ]
pc T + p F ( t - T - 1)

是 T ∈S2 的增函数 ,所以

方程 (12) 有唯一的根 ,即 :

T2 = r(2 p - c - c[ F- 1 ( p) ]) / c - F([ F- 1 ( p) ]) / c。

得证。

5　结语

经典的在线租赁研究是基于 Karp 提出的“租

雪橇”模型 ,它一般假设当租赁方购买设备后 ,不允

许退货。本文定义了退货费用函数 ,在此基础上讨

论了允许退货的在线租赁问题。可退货在线租赁是

是经典在线租赁问题的扩展 ,它假设在线租赁方在

选择购买设备后 ,如果觉得购买设备不划算 ,可以在

任何时候根据退货费用函数把设备退还给承租方。

采用传统的竞争分析方法和风险回报竞争分析方法

分别给出各自的最优策略。在线可退货租赁问题也

有很好的经济意义 ,经典的在线租赁本质上是考虑

了两个市场 (租赁市场和新货购买市场) ,但现实租

赁中往往存在二手货交易市场 ,可退货租赁考虑了

购买后的设备能够退还 ,事实上是在经典的租赁模

型中引入了一个二手货市场。

在今后的研究中将把利率、购买价格、租赁价格

假设为波动情形 ,讨论可退货在线租赁 ,同时也讨论

和分析该问题的随机性策略。离线租赁问题一般以

资产租赁合同分析为基础[ 14 ,15 ] ,基于可退货租赁 ,

笔者也计划进一步研究在线合同租赁模型和策略。
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Competitive Analysis and Risk2Reward Model for Online Rental

Problem with Cancel ing Buying2Permission

DONG Yu2cheng1 , XU Yin2feng1 ,2 , XU Wei2Jun3

(1. School of Management , Xi’an Jiaotong University , Xi’an 710049 ,China ;

2. State Key Lab for Manufacturing Systems Engineering , Xi’an 710049 ,China ;

3. School of Business Administ ration , South China University of Technology , Guangzhou　510641 ,China)

Abstract : The classical online rental p roblem only considers two options : buy or rent . This paper assumes

t hat t he buying2permission can be canceled , and proposes t he online rental p roblem with canceling buying

- permission. The proposed p roblem is a generalization of t he classical online rental p roblem. U sing t he

met hod of t raditional competitive analysis , we design t he optimal invest ment st rategy for t his p roblem.

Moreover , we also give t he optimal st rategies under t he risk - reward f ramework. These result s can pro2
vide a basis for f urt her const ructing t he f ramework of t he online leasing problem based on cont ract s1
Key words : online rental p roblem ; competitive analysis ; risk - reward model
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