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存在市场利率条件下的占线租赁策略研究
Ξ
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摘　要: 基于占线租赁问题的输入结构简单且具有良好的统计特性, 运用竞争分析方法并结合输入结构的分

布信息建立最优占线租赁决策模型, 突破纯竞争分析有意规避概率分布这一假设条件, 分析当存在市场利率

因素时的占线租赁策略, 并给出最优的竞争策略及其竞争比。相对于 Karp 及 E l2Yan iv 等人的研究结果, 由于

引进了输入信息使得竞争比性能分析提高; 相对于 Fu jiw ara 等人的研究结果, 本文研究了存在利率时离散性

情形, 给出了问题的最优解。
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1　引言

人们常有这样的体验: 对某一段时间内的工作和生

活进行回顾与总结时, 总会情不自禁地想, 要是当初⋯⋯

该多好! 在管理上, 这是一个典型的局内与局外问题。置

身局外, 可以看到事物的全部, 易于得出事后的最佳方

案; 但身处局内, 通常只能看到事物的一部分, 难以做出

最优决策。所谓“当事者迷, 旁观者清”, “不识庐山真面

目, 只缘身在此山中”正是这种情形的真实写照。从决策

角度看, 这正是占线问题 (on2line p rob lem ) , 对于占线算

法 (on2line algo rithm s) 和竞争策略 (competit ive stra tegy)

的研究始于 1985 年, 20 年来, 在理论计算机科学领域,

相关的研究成果层出不穷, 这为占线问题的系统研究奠定

了良好基础, 同时也为占线问题相关理论和方法在其他

领域的应用创造了条件。近年来, 在经济管理领域出现了

越来越多的占线问题, 该方法也受到了越来越多学者的

重视, 尤其是随着大量的占线金融决策文献的涌出, 已表

明竞争策略在金融问题领域是有效的, 特别在证券组合

投资、外汇兑换及金融租赁方面的应用尤为受到关注, 一

方面面对不确定性决策环境, 投资者更愿意期望获得某

一较少但相对确定的收益, 而不愿意在高风险下获得比

较高的平均利润, 而这种决策正是竞争分析所擅长的; 另

一方面, 决策者不但追求自身利润最大化, 而且更看重跟

同行的业绩比较, 然而占线算法中的竞争比分析恰恰提

供了一种在某种基本意义下任何两种可比较策略的性能

统一度量方法, 正是占线算法竞争分析方法的诸多优点

为经济管理中占线问题的最优决策分析奠定了基础。随着

占线金融决策相关论文在国内外高水平学术期刊的陆续

发表, 已表明竞争策略在金融领域的应用是有效的, 目前

在国内, 这种方法已经引起了研究者的广泛兴趣和产生

了非明显性 (non2obvious)的算法和分析[1 ]。

2　已有相关研究

我们首先回顾一下运用竞争分析方法分析租赁决策

问题已经取得的研究, 关于占线租赁最基本的模型是

Karp 于 1992 年在理论计算机科学领域提出的最负有盛

名的“租雪橇”模型[2 ]。即令 t 为实际发生的租赁次数, 每

天租金为 1, 购买该设备价格为 s. 对于离线问题, 当 s≤t

时购买该设备, 否则租用。对于占线问题, 我们一般研究

这样一大类策略A (k ) : 即前 k 期一直租用, 之后如果继

续需要则立即购买 (k= 1, 2, ⋯)。也即占线策略是当 t≤k

时, 一直租用; 当 t> k 时, 则立即购买该设备。Karp 指出

最优的占线策略是投资者应当采取A (s- 1) , 此时最优的

竞争比为 1- 2ös. 随后, 许多学者对这一基本模型进行
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了一系列广泛深入的研究, 如关于租赁问题的随机占线

算法 ( random ized on2line algo rithm ) , Karlin 等[3 ]给出了

竞争比为 eö(e- 1)≈ 1. 582 最优策略。当存在利率情形

时, R. E l2Yan iv 等[4 ]给出了最优确定性算法 (其竞争比大

小在区间[3ö2, 2 ]之内) , 及最优随机性算法 (其竞争比大

小在[4ö3, 1. 582 ]之内)。S. A l2B inali[5 ]建立了有名的金融

博弈竞争分析的风险—回报模型, 并对占线租赁问题进

行了分析。他指出投资者往往并不是规避风险而是利用风

险, 有时有目的的增加风险以期望如果预测成功将获得

更高收益 (即相对纯竞争分析提高其最优竞争比性能) ,

如果预测失败其风险容忍度在投资者可接受范围之内 (利

用竞争比概念刻画)。另外, 当购买价格波动而租赁费用

保持不变或者说购买价格保持不变而租赁费用波动的情

形, 文献[6 ]～ [ 9 ]分别从离散和连续两个角度进行了研

究。总之, 在已往研究中有意规避概率分布假设的分析前

提下, H. Fu jiw ara 等[10 ]于 2002 年第一次突破性地将概

率分布假设与竞争比分析方法结合在一起研究租赁问题,

但他们只研究了连续性占线租赁问题, 通过作图表明其

竞争比大约在 1. 5 左右。2004 年, 我们进一步给出了在概

率环境下占线租赁问题的一些初步结论[11 ]。

除了运用占线竞争分析方法研究占线租赁问题外, 关

于租赁问题也已经有了大量的传统研究[12- 15 ] , 如文献

[12 ]、文献[13 ]侧重于资产租赁合同分析及税收对租赁与

购买决策的影响。实质上占线租赁问题是一个最优停止问

题, 其中在数理统计中占有重要地位的以节约成本为目的

的序贯方法也可以解决类似租赁问题, 而时间序贯决策是

指投资者往往更强调时间的价值, 希望当有足够的证据做

出推断时应尽早停止活动, 如文献[ 14 ]、文献 [ 15 ]研究了

关于几何分布的最优停止问题。

3　建立占线金融租赁优化模型

我们的研究试图将传统的纯竞争分析方法与该输入

结构的分布信息二者结合起来, 让投资者尽可能地利用未

来需求信息来改善投资业绩, 即使得竞争比性能分析提

高。本文分析了一类未来需求分布信息具有几何分布的占

线租赁问题, 并引入了影响金融决策的市场利率这一重要

因素, 基于这种考虑的原因如下:

首先, 虽然最坏情形竞争分析给了我们没有这一新的

度量方法而不可能存在的许多漂亮的结果, 但是这一方法

本身也具有不可避免的局限性。例如在换页算法中, 不同

的优劣算法却有相同的竞争比[16 ]。同时, 估计未来输入分

布的参数并不是最坏情形分析竞争算法所刻意强调得那

样困难, 除了许多组合问题有更复杂的输入结构之外, 现

实中也大量存在类似租赁问题的较为简单的输入结构, 我

们采用发展相当成熟的统计理论能够做到较为精确地刻

画这类问题的输入结构。更重要的原因是竞争比定义本身

具有难以克服的固有缺陷, 虽然 R an E l2Yan iv [16 ]提出了

八大定理建立了竞争比决策标准的公理体系。因此如何利

用其它方法补充完善使得提高竞争比分析性能仍是一个

研究热点, 而本文所采用方法恰好能有效地克服最坏情形

竞争分析这一缺陷。

其次, 我们采用一类近似几何分布特征的思想来源于

文献[14 ]、文献[15 ]研究了关于几何分布的最优停止问题

及“掷硬币”思想, 出现正面 (相当于租用) 继续, 直到出现

反面 (相当于购买)停止活动。另外, 我们的研究了克服了

文献[ 10 ]的以下几个不足之处: 第一, 租赁问题是一个离

散型决策问题, 而文献[ 10 ]的研究采用了连续型, 其目的

是避免了在处理离散问题时遇到技术上的困难, 而指数分

布未必与离散型等价; 第二, 运用几何分布较指数分布更

易贴切刻画租赁问题, 每阶段决策相当于做贝努利试验究

竟是继续租用还是立即购买; 第三, 在离散模型下, 一开始

立即购买也可能是一种最优的决策策略, 其相应的竞争比

是一个有限值, 并不是他们所指出的连续型模型中其竞争

比趋于无穷大; 第四, 我们研究离散型模型给出了问题的

精确解, 而连续型模型有可能给出了问题的近似解。

最后, 在各种金融决策当中, 我们必须考虑投资的净

现值 (net p resen t value) , 也就是说市场利率是任何合理

金融决策模型的一个本质特征。我们研究了当市场上存在

名义利率时占线租赁的投资模型。虽然这仅仅是朝着更为

合理的模型前进了一步, 但仅仅正是这一参数的引进大大

细化了分析, 并得到了一些在简单模型[2, 10 ] (没有考虑利

率因素)中本不存在的结论。同时, 我们充分利用投资者所

拥有的信息大大提高了文献[4 ]中的竞争比性能分析。另

外, 我们研究了实际投资当中投资者总是考虑利率因素情

形, 大大降低了金融决策中的不确定性, 因此得到了比文

献 [ 12 ] (没有利率因素的简单模型分析) 中更优的竞争比

性能。

本文中, 不妨仍然按照文献 [ 4 ]、文献 [ 10 ]中的假设,

令 t 为实际发生的租赁次数, 每阶段租赁费用为 1, 一次性

购买该设备价格为 s (s 为大于等于 2 的正整数, 当 s= 1

时, 显然总是购买)。另外, 本文分析的前提是占线投资者

在连续的时期内需要该设备。令 i 是金融市场上名义利

率, 不失一般性我们假定 1ös> iö(1+ i)。对于任何实际投

资活动, 这都是一个合理的假设。因为设备的购买价格必

须小于总是采取租赁策略所花费用的折现值 s < ∑
∞

j= 0

1ö(1

+ i) j。否则, 占线投资者将采取永远租赁使其竞争比达到

1。令 Β= (1+ i) - 1, 显然 s- 1+ Β- 1> 0, 从经济学角度理

解, 这是可能购买该设备的相对机会成本。另外, 记 ∃ =

(s- 1+ Β- 1) - 1。

我们考虑策略集合A (k ) , 则最优的离线决策最优成

本为
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CostO PT ( t) =

1 - Βt

1 - Β,

s,

　
t ≤ n3

t > n3

这里 n3 是使总租赁费用折现值为 s 的次数, 解得 n3 =

ln (1- s (1- Β) ) ölnΒ.

又根据策略集合A (k ) , 占线决策成本为

CostON ( t) =

1 - Βt

1 - Β,

Βks +
1 - Βk

1 - Β ,

　

t ≤ k

　

t > k

　　定义 1　假设租赁次数 (输入序列) 为一随机变量 X ,

具有某种类型分布的概率函数 P (X = t) , 则离散型概率性

竞争比为

C (k ) = E X

CostON (X , k )
CostO PT (X ) = ∑

∞

t= 1

CostON (X , k )
CostO PT (X ) P (X = t)

这里, P (X = t)是投资者对未来输入结构近似估计的概率

函数, 本文研究未来输入序列具有几何分布特征, 即在每

阶段活动当中立即购买的危险率 (hazard, 突然死亡率, 也

即活动终止率) 为 1- Η, 继续租用的危险率为 Η, 则相应概

率函数 P (X = t) = (1- Η) Ηt- 1 ( t= 0, 1, 2, ⋯)。

应注意, 本文所定义的离散型概率性竞争比

(stochast ic competit ive rat io)与文献[10 ]中定义的连续型

平均成本竞争比定义含意一致, 而与文献[ 2 ]、文献 [ 4 ]中

所定义的随机性竞争比 ( random ized competit ive rat io ) 有

着本质的区别, 前者是对输入结构给定了某种约束, 也即

掌握了输入结构的一定信息分布规律, 而后者是对占线者

或者对手 (adversary p layer) 的可供选择的策略集合内进

行随机化选择策略, 因此在此使用不同术语暗示区分。

按照上面所给出的概率性竞争比定义, 则有: 当 k =

0, 1, 2, ⋯, n3 时,

C (k ) = (1 - Ηk) + (1 - Η) (1 - Βn3 + k) ∑
n3

t= k+ 1

1
1 - ΒtΗt- 1

+ Βk +
1 - Βk

s (1 - Β) Ηn3

当 k= n3 + 1, n3 + 2, n3 + 3, ⋯时,

C (k ) = (1 - Ηn3
) +

1 - Η
s (1 - Β) ∑

k

t= n3 + 1

(1 - Βt) Ηt- 1

+ Βk +
1 - Βk

s (1 - Β) Ηk

于是我们得到了下面一个重要而又有趣的结论 (定理证明

见附录)。

定理 1　当投资者从事一项租赁活动时, 假定对未来

需求信息特征近似服从几何分布概率函数 P (X = t) =

(1- Η) Ηt- 1, 金融市场名义利率为 i> 0, 则根据概率性竞争

比定义有:

(1) 当 1ö(1- Η) < ∃ö(1+ i) 时, 即投资者采取总是租

赁的平均成本小于相对机会成本倒数的折现值, 最优的策

略是采取永远租赁, 竞争比为 1+
1+ Β(1- 2Η)

∃ (1- Β) (1- ΒΗ) Ηn3
;

(2) 当 1ö(1- Η) = ∃ö(1+ i) 时, 即投资者采取总是租

赁的平均成本等于相对机会成本倒数的折现值, 最优的策

略是采取第 s- 1 期购买, 竞争比为 1+ [Ηö(1+ i) ]n3
;

(3) 当 1ö(1 - Η) > ∃ö(1+ i) 时, 即投资者采取总

是租赁的平均成本大于相对机会成本倒数的折现

值, 最优的策略是采取第 k 0 期购买, 竞争比为 1 +

sΒ(1- Η) (1- Βn3 + k0) - Βn3
(1- Βk0+ 1)

Βn3
(1- Βk0+ 1)

Ηk0 , 这里关于最优

的决策日期 k 0 的确定可通过二分搜索算法在多项式时间

O (logn3 )内完成。且相比较文献[2 ]、文献[4 ]最优决策日

期提前。

(4) 当 1ö(1- Η)→∞时, 即投资者采取总是租赁的平

均成本趋于无穷大, 采取任何策略A (k ) 的最优竞争比为

1ös (1- Β) + [ 1- 1ös (1- Β) ]Βk , 则最优的策略是立即购

买, 竞争比接近于 1。

无论哪一种情况, 既使投资者对于危险率 Η的估计有

较大的偏差, 投资者采取A (n3 - 1) 策略所到的竞争比都

优于文献[2 ]中确定性竞争比 2- 1ös 及文献[ 4 ]中随机性

竞争比。如 s= 10, Η= 0. 5 和 i= 0. 01 时, 我们得到非最优

策略A (9)的竞争比为 1. 4983, 优于文献[2 ]的最优竞争比

1. 9, 也优于文[4 ]中的随机竞争比 1. 582。另外, 也优于文

献 [ 10 ]中的讨论结果, 由于本文研究了离型情况, 给出了

问题的精确解。

另外, 从现代租赁的特点和类型来看, 本文研究的占

线决策模型有效地刻画了经营性设备租赁决策问题, 即出

租人始终拥有租赁资产的所有权, 向承租人提供的仅仅是

租赁物件的使用权的一种租赁形式。经营性租赁的租赁物

一般都是通用设备, 同租赁物的经济寿命相比, 承租人对

租赁物的租期较短, 经营性租赁的承租人是由不固定的多

数人所构成, 承租人根据自己的预期需要来确定租期的长

短。

4　实例分析

本节通过具体实例说明本文所得结论的合理性, 以及

模型中参数变动对于竞争比大小的影响。限于篇幅, 本文

只分析了定理 1 中 (1)、(3)两种情形 ( (2)、(4) 两种情形易

得) , 以及实例的结果通过作图来反映。某企业需要某一设

备, 市场上租赁该设备的每期费用恒为 1, 一次性购买价

格为 s= 19。在图 1～ 图 4 中, 横坐标表示占线投资者采取

的不同策略A (k ) , 纵坐标表示采取不同策略A (k ) 下所对

应的竞争比大小。图中曲线表示, 当市场利率 i 和危险率

参数 Η分别发生变化时, 投资者采取不同的投资策略以及

相应竞争比的变化情况。对于租赁设备的每期租金以及购

买价格, 相对容易确定。对于危险率参数 Η的估计, 由于每
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个承租人一般都是持续租赁到只购买该设备时决策活动

结束, 因此参数 Η的估计可运用概率统计中极大似然法进

行估计。参数 Η的抽样样本可参照其他承租人的租期数或

由专家组根据各自拥有的信息给出租期数。本文采用计算

机模拟专家打分给出决策参数 Η的样本量, 然后运用极大

似然法进行估计。我们发现不同的专家组将显著地导致出

不同的投资策略, 下面分别给予说明。

图 1 中两条曲线表示, 当投资者对每阶段继续租用的

危险率 Η的大小估计恒为 0. 94 (用计算机模拟 20 位专家

根据各自拥有的信息分别给出了最优的投资策略: 22, 20,

14, 11, 6, 26, 29, 22, 4, 14, 24, 25, 20, 11, 20, 0, 28, 10, 13,

14) , 市场利率 i 分别为 0. 01 和 0. 008 时, 不同策略下竞

争比的变化情况。参数大小满足关系式 1ö(1- Η) < ∃ö(1

+ i) , 也就是说投资者采取总是租赁的平均成本小于相

对机会成本倒数的折现值, 最优的投资策略是采取永远租

赁, 即竞争比曲线单调下降。我们还发现当市场利率较大

时, 竞争比较小, 这说明市场利率对于投资决策有着重要

的影响。当货币的时间价值越大, 投资者将会采取更加理

性的、谨慎的投资策略。因此市场利率的存在降低了决策

的不确定性。另外, 从每条曲线可以看出: 当 k 从零到无

穷时, 竞争比先迅速降低, 之后趋于平缓。如当投资者采

取策略A (50)与策略A (∞) 时, 其竞争比相差不大。这说

明了在实际投资中, 存在着行行色色的大众投资者, 有的

永远租用下去, 有的先租用一段时间才可能采取购买策

略, 并且竞争比不会发生太大的变化。从理论上讲, 最优的

策略应是竞争比达到最小时所对应的策略。

类似地, 图 2 的结论也属于定理 1 中的第 (1) 种情形。

当市场利率 i= 0. 008, 危险率 Η分别为 0. 86 (用计算机模

拟另外 20 位专家根据各自拥有的信息分别给出了最优的

投资策略: 20, 3, 12, 0, 1, 0, 11, 4, 3, 7, 21, 4, 13, 12, 6, 2, 2,

5, 11, 6)和 0. 94 时, 分别得到了不同策略所对应的竞争比

大小的变化情况。从图中可以看出: 能否合理估计危险率

Η, 对于最优策略的选取及竞争比的大小有着显著的影响。

在图 3 和图 4 中, 参数大小满足关系式 1ö(1- Η) >

∃ö(1+ i) , 也就是说投资者采取总是租赁的平均成本大

于相对机会成本倒数的折现值, 最优的投资策略是租用一

段时间再购买。图 3 表明市场利率越大, 投资者将更加采

取稳健谨慎的投资策略, 从而使得竞争比越小, 同时导致

最优购买时间相应推迟, 图 4 表示当市场利率保持不变

时, 危险率 Η的不同估计对于竞争比的大小有着显著的影

响 (同图 2 类似)。因此, 投资者能否做出较为合理的决策,

关键在于对每阶段继续租用的危险率 Η的准确估计。

图 1　当 1ö(1- Η) < ∃ö(1+ i)时, 利率 i 变化分析　　　　　　图 2　当 1ö(1- Η) < ∃ö(1+ i)时, 参数 Η变化分析

图 3　当 1ö(1- Η) > ∃ö(1+ i)时, 利率 i 变化分析　　　　　　图 4　当 1ö(1- Η) > ∃ö(1+ i)时, 参数 Η变化分析
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　　在传统金融租赁决策中, 常见的决策方法是简单易行

的成本分析法, 即将租赁成本与购买成本加以比较, 成本

降低的方案为最佳方案, 这正是本文所涉及的事后最优离

线策略。而对于占线决策问题, 由于未来需求的完全不确

定性, 不可能运用传统的成本分析法进行投资决策, 因此

巧妙设计占线策略为决策者提供了一种新的投资理念和

启示。

5　结束语

当投资者从事一项具体的租赁活动时, 若对未来信息

一无所知, 或者仅有租赁上界等很微的信息时, 也可以采

用均匀分布等做类似本文的分析, 实质上均匀分布是一种

无信息分布。由于现实中大量存在具有类似几何分布特征

的占线问题, 我们可以运用纯竞争分析方法并结合未来信

息分布特征改善竞争比性能分析, 使我们的分析结果更符

合于实际问题。另外, 本文研究的占线租赁问题还有以下

几个方面可值得进一步深入研究:

(1) 本文研究是假定占线承租人在连续时期内使用

该设备, 如何研究存在折现因子情形下占线承租人有间断

地使用该设备。

(2) 价格的不确实性。在本文模型中假定租用成本和

购买成本是某一固定常数, 实事上在一个金融模型中, 价

格的不确定性是一个值得考虑的重要因素。

(3) 扩展本文的模型到一类具有租赁合同的更为广

泛情形, 如租赁协议给予承租人在合同期满以某一固定价

格买下该租赁设备的权利, 在合同有效期间租赁活动不可

取消, 以及具体不可取消期后可允许在任何时刻取消的合

同。

(4) 可考虑一些其它相关经济因素, 如通货膨胀、税

收、冗余成本等因素。
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An Com petit ive Ana lys is for On - l ine L ea sing Stra tegy w ith In terest Ra te

XU Y in2feng1, 2, XU W ei2jun1,LU Zh i2jie1

(1. Schoo l of M anagem en t, X i’an J iao tong U niversity, X i’an 710049, Ch ina;

2. T he State Key L ab fo r M anufactu ring System s Engineering, X i’an 710049, Ch ina)

Abstract: Fo r the on2line leasing p rob lem , since its inpu t structu re has simp ly and favo rab ly stat ist ical p roperty, w e

in tegrate p robab ility distribu t ion in to pu re competit ive analysis to bu ild the op tim al decision2m ak ing model of on2line

leasing w ith in terest ra te, a lthough pure competit ive analysis alw ays avo ids p robab ility assump tion. W e also get op tim al

competit ive stra tegies and their competit ive rat io s. Compared to the resu lts of Karp and E l2Yan iv, the in troduction of

info rm ation of fu tu re inpu t structu re leads to imp rove the perfo rm ance m easu re of competit ive analysis. M o reover,

compared to the Fu jiw ara’s resu lts that discuss the con tinuous model w ithou t in terest ra te, w e consider the discrete

model w ith in terest ra te and ob tain the accu rate so lu t ion.

Key words: O n2line A lgo rithm; Stochast ic Competit ive R atio; F inancialL easing; D iscreteM odel; Competit ive A nalysis

附录　定理 1 的证明
当 k = 0 时, 即投资者选取策略A (0) , 也就是说投资

者在一开始就选择了购买, 显然在实际当中也是客观存在

的一种投资策略, 其竞争比可达 C (0) = s (1 - Η) (1 -

Β)∑
n3

t= 1

Ηt- 1ö(1 - Βt) + Ηn3
, 这是一个有限项求和, 故是一

个有限值, 并不是文献 [ 12 ]所指出的当 k→∞时, C (0) →

∞。另外, 由于我们研究离散型模型, 边界处的分析不同于

文献[12 ]中连续型模型利用导函数性质较易处理, 而是逐

个作差进行放大或放小证明。

对于第 (1) 种情形, 当 k = 0, 1, 2, ⋯, n3 时, 首先证 C

(1) - C (0) < 0, 其次再证C (k+ 1) - C (k ) < 0 (k= 1, 2, ⋯,

n3 - 2)。令B (k ) = C (k + 1) - C (k ) , 显然 k 取值为 1, 2,

⋯, n3 - 1。再令Q (k ) = B (k+ 1) - B (k ) , 显然 k 取值为 1,

2, ⋯, n3 - 2。可验证Q (k ) > 0 及B (n3 - 1) < 0, 由此可

知, C (k )在 k= n3 处取得最小值。当 k= n3 + 1, n3 + 2, n3

+ 3, ⋯时, 利用不等式的性质可证明 C (k + 1) - C (k ) < 0

成立。最后再验证C (n3 + 1) - C (n3 ) < 0, 因此C (k )的最

小值在 k→∞时取得, 故我们得到了情形 (2)的结论。

对于第 (2)种情形, 当 k= 0, 1, 2, ⋯, n3 - 1 时, 首先证

C (1) - C (0) < 0, 其次再证C (k + 1) - C (k ) < 0 (k = 1, 2,

⋯, n3 - 2) , 及C (n3 ) - C (n3 - 1) 0 成立。当 k= n3 + 1, n3

+ 2, n3 + 3, ⋯时, 可验证 C (k + 1) - C (k ) = 0 及 C (n3 +

1 ) - C (n3 ) = 0 成立。故有C (0) > C (1) > ⋯> C (n3 - 1)

= C (n3 ) = C (n3 + 1) = C (n3 + 2) = ⋯成立, 我们得到了

情形 (2)的结论。这说明在第 n3 - 1 期之后, 任意时刻购买

设备, 所得到的竞争比都相同。但在实际投资当中, 投资者

最优的购买决策应在第 n3 - 1 期, 其竞争比将达到 1+

[Ηö(1+ i) ]n3
最优。

对于第 (3) 种情形, 证明思路与方法上与前两种情形

相似, 当 k = 0, 1, n3 - 2, n3 - 1, n3 , n3 + 1, n3 + 2, ⋯时,

有C (0) > C (1)及C (n3 - 1) < C (n3 - 1) < C (n3 ) < C (n3

+ 1) < C (n3 + 2) < ⋯成立。在 k= 1, 2, ⋯, n3 - 1 上, 与情

形 (1) 类似分析可证得Q (k ) > 0, 故存在唯一的 k 0 使得 C

(k )达到最小, 也即下列不等式组成立:

C (k 0 - 1) - C (k 0) > 0

C (k 0) - C (k 0 + 1) < 0

由于这个不等式组关于 k 0 为非线性关系式, 故不易求出

k 0 的解析表达式。但是当投资者从事一项具体租赁活动

时, 只要估计出危险率 Η的取值大小, i, s 和 n3 相对容易

确定, 关于 k 0 可通过下面的二分搜索算法在多项式时间

内确定。

步 1　输入B (1) ,B (2) , ⋯,B (n3 ) ;

步 2 　 如 果 B (û　n3 + 1
2

　û+ 1) > 0, 则 删 除 序 列

B (û　n3 + 1
2

　û+ 2) , B (û　n3 + 1
2

　û+ 3) , ⋯, B (s) ; 如果

B (û　n3 + 1
2

　û+ 1) < 0, 则删除序列 B (1) , B ( 2) , ⋯,

B (û　n3 + 1
2

　û ) ;

步 3　在剩余的序列中重复步 2, 直到余下两项为止。

比较这两项绝对值的大小, 并且输出最小绝对值项的下

标, 即得 k 0.

由算法设计与复杂性分析易知, 可在多项式时间

O (logn3 )求出最优决策日期 k 0. 与文献 [ 7 ]、文献 [ 10 ]相

比较, 最优决策日期提前。

对第 (4)种情形, 根据竞争比定义, 对 C (k ) 取极限得

证, 当 1ö(1- Η)→∞时, 即投资者租赁的平均时间趋于无

穷大, 采取任何策略A (k ) 的最优竞争比为 1ös (1- Β) +

[ 1- 1ös (1- Β]Βk , 则最优的策略是立即购买, 此时竞争比

趋向于 1。
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