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摘要 在平面上给定一个有 。 个固定点的集合 和一个含有 个可动点的集合 及连

接这些点的边的集合 也称之为拓扑
,

确定 中点的位置
,

使点集 的互

联网络最短 本文证明了 。 是偶数 号一 及在满 度 拓扑下最短网络的结

构是 度 树

关键词 网络
,

问题
,

拓扑

引 言

设 是平面上 个点的集合
,

在允许加辅助点 也称 点 的条件下
,

确定 中

个点的边长之和最短互联网络
,

此问题称之为 问题 由于最短网络一定是树
,

所以

也称之为 最小树问题 , 推广这个问题
,

设 是平面上 个固定点的集合
,

是

平面上 个可动点的集合
,

确定 中 个点的位置
,

使 中的 个点的互联

网络最短
,

称这个问题为
一

问题 中的点称为正常点
,

而 中的点称为

点 注 这个最短互联网络中不含有 以外的任何点
,

即使再加入其它辅助点可使这个

网络最短 再有就是允许这个网络中有零长度的边

本文考虑了 是偶数
,

晋一 这种特殊情形在给定的满 度 拓扑下确定最

短互联网络的结构

基本概念和术语

为后面叙述方便
,

我们给出如下一些概念和术语

定义 每个点的度都不超过 的树的拓扑称为 度 拓扑
,

如果 度 拓

扑中正则点的度为
,

点的度为
,

则称这个拓扑为满 度 拓扑

定义 如果树的拓扑是 度 拓扑
,

且树中的每个点处的任何两个相邻角的度数

之和不小于
,

则称这个树为 度 树

在 度 树中
,

点的度只能是 或
,

如果 点的度为 或
,

则容

易验证将这个点与相邻点之边收缩使其重合 这样得到的新树的长度不大于原树的长度

收稿 日期
一 一
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期 叶继昌 等 己知拓扑下的最短网络

定义 如果 度 树的拓扑是满 度 拓扑
,

则称这个 度 树为

满 度 树
·

结论 如果满 度 拓扑有 个正则点
,

则它有 一 个 点

证 设在满 度 拓扑下有 个 点
,

则有 凡一 条边 由 点

的度是
,

正则点的度是
,

则总的边数应是 些玉告里卫 除 是由于每个边与两个点连接 因而
丝护
卫 一 一 ,

故 一
·

为了叙述方便
,

我们用 表示连接 和 两点的边
,

到 表示 边的长度

主要结果

设固定点集 有 个点
,

可动点集 有 一 个点 记 是点集

上的一个互联网络的拓扑 从 得到的拓扑双 称为拓扑 的退化拓扑
,

如果通过收缩几
的一条边而得到 双 或者说删去 及 的一个边并将这条边的两个端点重合 用 几 表示包

含 在内的所有 界 的退化拓扑的集合
,

用 表示 几 中所有 度 拓扑的

集合 则我们有如下结论

定理 设 几 是满 度 拓扑
,

如果 中存在一个 度 树
,

则它必

是关于 几 的最短拓扑网络

注 关于 的最短拓扑网络是一定存在的
,

而在
‘

中 度 树未必一定存

在
,

如图 所示

拓扑 马 关于 乃 最短拓扑网络

图 最短拓扑网络不是 度 树

定理 如果 是满 度 拓扑
,

则 中至少存在一个 度 树

定理的证明

先考虑这样一个问题 对于平面上给定的 个点的集合
。

确定平面上一点使其到

中 个点的距离之和最小
,

称这个点为 的最小点

引理 如果 的凸包是四边形
,

则四边形两对角线的交点即为最小点
,

如果 的凸包

是三角形
,

则最小点就是 中不在三角形三个顶点上的那个点
,

如果 的凸包是一线段
,

则 中不在线段的两个端点上的那两个点及那两点之间的所有点都是最小点

证 设
, , , ,

那么 的最小点一定落在 的凸包内或其边界上

如果 的凸包是四边形如图 在四边形内任取一点
,

根据三角不等式有 川

到 引 侧 全 引
,

等式成立当且仅当 与 和 的交点重合
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如果 的凸包是三角形
,

在三角形内任取一点
,

如图 不妨设 点落在三角形

内或其边界上
,

则有 川 引 全 川 川 和 侧 全 两等式成立

的充要条件是 与 重合 因而有 川 侧 引 全 川 到

如果 的凸包是一线段如图 结论成立是显然的 证毕

一图

引理说明了具有满 度 拓扑的 度 树中 点具有局部极小的性

质

定理 的证明 对于
,

根据引理即知定理 成立是显然的 下面对 用归纳法证

明

设 是一个在 中的 度 树 假设在 几 中存在一个比 还短的树
,

即 仁 表示树 艺的长度 设
二 , , 二 是 兀 中连接同一个 点 的

个正则点 设厂是连接 的另一个 点
,

用 和 川 和 成 表示 和 厂在树

中的位置

。

图

首先考虑 不与 、 乞
, ,

重合 用 叮表示树 艺 中去掉与点 相联的所有边和点
, ,

并加入边 气 而得到的树
,

显然树 犷是 度 树 如果 尹 也不与 、 乞 , ,

重合
,

如图
,

用 佗表示在树 中去掉与点 相联的所有边和点
, 二 ,

并加入边玛

而得到的树 如果 与某 重合
,

不妨设 与 重合
,

如图 用 佗表示在树 中
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边
, , 夕玉

,

点
,

后加入边 成 而得到的树 记 写 。
,

表示树 李的拓扑
,

一 。 , ,

对
,

及一 为 及 中用边 厂 代替边
, , , ‘

而得到的对应于点集
,

的满 度 拓扑
,

则显然有

叮 任
‘ 一 ,

写 任 一

由于树 丈是 度 树
,

由归纳法假设有 亨三 鑫
,

而

,

‘ ’一 “, · 勺 勺

勺 尹鑫 一 尹鑫
,

由 尹 全 尹乡
。 ,

有 ‘ 全 ,鑫 全

盾

坛 , ,

不重合
重合

艺 ,

与 ‘ 矛

再考虑 尹 与某
, 乞 , ,

重合
,

,

的延长线的角形域内 如果

而不妨设

不妨设 与 重合 根据引理知点川 落在线段

也与 重合
,

则由归纳法假设可直接得出结论 因

夕 。 尹 , , 尸 。

要么落在边
二 二 内

,

如图
,

要么与

角形域内
,

如图 连接川和 成 并延长

在边 上取一点 使 川

拓扑 的所有结点集合 若对某 乞
,

护有 ,

图

重合
,

此时点玛 落在线段
二 二 和 勿二 的延长线的

使其与

用 ‘

风码相交
,

交点即为纯 令 二
,几
夙札

’

“ , ,

则说明

乞
, ,

⋯
, 一 表示树 对应于

点 与固定点 、重合 由于

是 度 树
,

不可能有两个 点重合 卜
, ,

⋯
, 一 表示树

在拓扑 下与树 的结点对应的结点集合 记 巧 二 、 一 。 坛
, ,

⋯
, 一 ,

并

设 是在拓扑及 下以 巧 为结点集的树
,

由树长是结点的凹函数
,

得

设 略表示在树 中用 跳
,

勿 和 替换联接 的四条边而得到的树 显然 头三

记 咤 为在树 略中去掉边 勿 和 而得到的树
,

写 表示 咤的拓扑
,

点集
‘

树 叮拓扑

和 及 一 的意义同上
,

则有 任 ‘ 一 ,

写 任 及一 由归纳法假设有 士三 直
,

而 犷
,

仕直 。 因此可得 全 各全
,

与 以 矛盾 证毕
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定理 的证明 对 二 定理 成立是显然的 下面对 用归纳证明

假设在 中存在在 个 度 树 和
,

由定理 知 仁 仕 设
, , 二 是 几 中连接同一个 点 的三个正则点 厂是连接 的另一个 点

用 、和 式表示 和 厂在树 、 乞 ,

中的位置

如果 和 尹 重合
,

如图 记 才“
,

为通过在树 、中去掉边 夕、
,尹、 和点

,

而得到的树 为树 叮的拓扑 几一 为 及 中用 厂 代替与 相连的四条边而得到的满

度 拓扑 显然我们有 写 任 几
一 且 犷是 度 树 由归纳假设

, 亡主 鑫
·

因而我们有川 也与成 重合
,

由此我们有

记 阵
, ,

⋯
, 一 和 阵

, ,

⋯
, 一 分别表示树 艺 和 对应

于拓扑几 的所有结点集合且 、和 城伍二
, ,

⋯
, 一 对应于拓扑 几 中的同一个结点

如果 与 不重合
,

若 和 都不与点 ‘ 乞
, ,

重合 不妨设 和 都落在线

段 上如图 用 犷。
,

表示树 ‘ 中去掉与点 尹 相联的边和点
, 。 ,尹 并加入边

式 而得到的树
,

军 表示树 叮的拓扑 显然树 叮是 度 树且 任 ‘

兀一
,

几
一 为

几 中用边厂 代替与点 相联的边而得到的满 度 拓扑 由归纳假设有片 佗
,

这说

明川 和 成 重合
,

因此可推出 和 也重合
,

矛盾 若 和 有一个与某点 、 艺二
, ,

重合
,

不妨设 , 与 重合
,

落在线段 上
,

如图 或者 和 都分别与某点

和 乞
, 了 , , ,

乞并 , 重合
,

不妨设 尸 与 二 重合
, 尹 与 重合

,

如图 设 。 是

点集 。 , 一 。 乞 , ,

⋯
, 一 , 。 ,

在拓扑几 下的树 由 知

汁 因此 ‘ 也是最短网络 记 尹 叩 一 知
, 尹头 夕气 一 护叁

若存在某个 。 使线段 巧 和 脚 不共线
,

则显然可以缩短树
,

此与 亡 是

最短网络矛盾 若对任何 。 都有线段巧 和 脚 共线
,

则显然有线段川 和

共线
,

线段 成 和 共线且线段风跪 和 平行 用 叮“
,

表示树 、中去掉与点
、相联的边和点

, 二 , 、并加入边风 而得到的树
,

叮 表示树 叮 的拓扑
,

显然树 叮是

度 树且 军 任
‘ 一 , 一 为 中用边 厂 代替边

二 , ,

则
, ‘

而得到的满

度 拓扑 由归纳假设有 叮 咤
,

这说明川 和 玛 重合
,

因此可以推出 和 也

重合
,

矛盾 证毕

图

注记

本文第三节给出了有 个固定点集 和 一 个可动点集 在满 度 拓扑下
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最短网络的结构 在拓扑不给定的条件下点集 的最短互联网络的结构如何
,

我

们猜测最短网络也应是 度 树
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