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已知拓扑下的 4 度 Steiner 树算法

叶继昌 , 徐寅峰
(西安交通大学 ,710049, 西安)

摘要 : 设 N 为平面上 2 n 个固定点的集合 , M 为 n -2 个可动点的集合 , E 为连接这些点的边的集

合 (也称作拓扑) . 设 E 为点集 V 上的满 4 度 Steiner 拓扑 (满 Steiner 拓扑也就是满足固定点的度

为 1 ,可动点的度为 4 的树的拓扑) , H ( E) 为包含 E 在内的所有 E 的退化拓扑的集合. 文中构造了

计算拓扑属于 H ( E) 的 4 度 Steiner 树算法 ,并证明了算法的时间复杂性是 O ( n2) .
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　　设 N 是 2 n 个固定点的集合 , M 是 n -1 个可

动点的集合 , N 和 M 中的元素分别称为正则点和

Steiner 点 ,互联 V = N ∪M 的网络边的集合称为拓

扑. 如果 V 上的拓扑满足正则点的度为 1 , Steiner

点的度为 4, 则称它为满 4 度 Steiner 拓扑 ( F4DST ) .

设 D 为 V 上所有 F4DST 及其退化拓扑 (即 F4DST

中某正则点与某 Steiner 点重合的拓扑) 的集合 ,记

t 为点集 V 上的树 , T ( t ) 表示树 t 的拓扑 , l ( t ) 表

示树 t 的长度 ,如果树 t 满足任何点处两相邻角之

和都不小于π(称为 4 度 Steiner 树的角条件) 且其拓

扑 T ( t ) ∈D , 则称 t 为 4 度 Steiner 树 (简记作

4DST) , T ( t ) 称为 4 度 Steiner 拓扑. 如果 T ( t ) 是

F4DST, 则称 t 为满 4 度 Steiner 树. 设 E 为

F4DST ,用 H ( E) 表示包含 E 在内的所有 E 的退化

拓扑的集合. 本文构造了计算 H ( E) 中的 4DST 的

O ( n2) 算法.

关于平面 Steiner 最小树问题[1,2] ,M.R.

Garey[3] 证明了它是 NPΟ难的.Hwan g 和 Weng[4] 讨
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论了已知拓扑下的 Steiner 最小树算法 ,本文将其推

广到 4DST 问题上.

1 　基本概念和定义

构造 H ( E) 中的 4DST 可以看成是调整 E 的

边 ,因为这些边的交点确定了 Steiner 点. 为方便起

见 ,将边看成是有向的 ,当其处在每一可能调整的位

置上时称其为射线. 射线 r 的起始点称为基 ,记为 b

( r) . 从水平线沿逆时针方向旋转到 r 的角记成θ

( r) . 将 E 中边 e 对应的所有射线的集合称为发射

体. 将与正则点相连的边称为终端边. 与终端边对应

的发射体为从正则点出发沿各个方向的射线的集

合 ,这样的发射体称为星. 如果 E 中的两边与同一

个 Steiner 点相连 ,则称这两个发射体相邻. 如果分

别属于两个发射体的两条射线是相向的 ,则称这两

条射线为相对的对子 (简称相对对) .

下面我们来解释 Steiner 合并、星合并、基合并

等概念. 设 L 1 、L 2 、L 3 分别是边 e1 、e2 、e3 所对应的

星发射体 ,边 e1 、e2 、e3 与同一 Steiner 点 s 相连 ,则

L 1 、L 2 、L 3 是相邻的. 设与 s 相连的第 4 条边为 e4 ,

那么这 3 个发射体通过合并得到的新发射体 L 4 为

边 e4 所对应的发射体. 合并是指从 L 1 、L 2 、L 3 中分

别取出一条射线. 根据 4DST 的角条件确定与 e4 对

应的一条射线 ,首先求 L 1 和 L 2 的相对对 ,设 r12 ∈

L 1 和 r21 ∈L 2 ,在 L 3 中选取与线段 b ( r12) b ( r21 )

相交的射线 r3 ,由这 3 条射线确定的 L 4 中的射线

r4 为与 r3 平行且同向 , r4 的基 b ( r4 ) 为线段 b

( r12) b ( r21) 与射线 r3 的交点 ,如图 1 所示. 这种方

图 1 　Steiner 合并

式生成的射线称为 Steiner 合

并. 如果 3 个相邻的发射体中

含有星 ,我们则要考虑所谓的

基合并或星合并. 设 L 1 是星 ,

若 L 1 和 L 2 , L 1 和 L 3 的相对

对都存在 , 分别为 r12 和 r21 ,

r13和 r31 ,若 r21和 r31的夹角

小于π,则由在射线 r21和 r31

组成的角形域中 ,以 r21和 r31的交点为基在这个角

形域内的所有射线构成的集合称为角体 ,它是 L 4

的子集. 将 r21和 r31称为角体的支撑柄 ,并称以这种

方式生成的射线集为基合并 ,如图 2a 所示. 图 2b 为

3 个星的基合并. 若 r21和 r31的夹角等于π, 则将

L 1 、L 2 和 L 3 合并生成的 L 4 为 L 1 称为伪星 ,将 r21

和 r31称为伪星的轴. 这种合并称为星合并 ,如图 3

所示.

(a)一个星的基合并 　　　　(b)三个星的基合并

图 2 　基合并

图 3 　星合并

　　如果 B 是一条射线或

是满足下列条件 ,则称 B 为

射线束 :

(1) B 是由连续的射线

构成的集合 ,且这些射线所

张成的角θ( B ) ≤π.

(2) 集合 b ( B ) = { b ( r) | r ∈B }称为 B 的基 ,它

是一直线段或一个点.

如果两个射线束接触处既不重迭也没有裂缝且

它们的基线构成一直线段 ,则称它们是相邻的. 多射

线束 M ( B 1 , ⋯, B m ) 或是一个射线束 ( m =1 ) 或是

多个相邻的射线束 ( m >1 ) , 满足 θ( M ) =

∑
m

i = 1

θ( B i) ≤π ,如图 4 所示.

(a)一个射线束 　　　　　(b)多射线束

图 4 　射线束示意图

根据 4DST 的角条件 ,4DST 的所有顶点的度都

不超过 4 . 因此 ,一条能被收缩而不引入 5 度及 5 度

以上顶点的边的充要条件是被收缩的边是终端边.

如果发射体 L 上有沿各个方向的射线 , 且其基

b ( L ) = { b ( r) | r ∈L }是一个点 ,则 L 要么是星要

么是伪星. 如果 L 的基 b ( L ) 是三角形 ,则称 L 为三

角形. 如果 L 由多个多射线束的并组成 ,则称 L 为

残缺三角形 ,如图 5 .

(a)星 ,伪星 　　　　　　(b)三角形
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(c)有角体的残缺三角形 　　(d)无角体的残缺三角形

图 5 　各种发射体

2 　算法

本算法由 2 部分组成 :

(1) 合并阶段. 合并阶段的每一步都在某一点

(如 s) 处相邻的发射体 L 1 、L 2 和 L 3 被合并成一个

新的发射体 L 4 (若 L 4 为一个空发射体 ,则 H ( E) 中

的 4DST 不存在) ,这个 L 4 与和 s 相连的第 4 个边

对应. 合并阶段开始时 ,有 2 n 个终端边 ,对应 2 n 个

星. 每个合并步都减少 2 个发射体 ,在 n -1 个合并

步后 ,仅剩下 2 个发射体 ,此时 ,合并阶段结束. 为方

便起见 ,我们要求剩下的 2 个发射体都不是星 ,这是

容易做到的. 在第 n -2 个合并步后 ,我们有 4 个发

射体 ,这 4 个发射体中至少有一个不是星 ,我们可以

合并另外 3 个发射体 ,从而使得到的 2 个发射体都

不是星.

(2) 调整阶段 :由于 E 中有 3 n -2 个边 ,而每

个合并步都去掉 3 个边 ,所以合并结束时仅剩下一

个边 e 对应剩下的 2 个发射体. 寻找这 2 个发射体

的相对对 ,若不存在 ,则 H ( E) 中的 4DST 不存在 ;

否则 ,相对对的 2 个基之间的线段就确定了边 e. 从

e 开始 ,我们连续地回溯追踪 ,最后 3 n -2 个边被确

定 ,得到一个 4DST .

定理 1 　算法输出一个 4DST 的充要条件是 H

( E) 在 V 中存在 4 度 Steiner 树.

证明 　对于算法中的 3 种合并类型 ,显然合并

阶段保留了所有 4DST , 而并没有引入任何非

4DST . 合并阶段结束时 ,对应同一个边 e 有两个发

射体 L 和 L′. 由先前的假设剩下的两个发射体都不

是星 ,那么边就不是终端边. 因而 ,如果边 e 收缩 ,则

4DST 不存在. 如果发射体 L 和 L′中不存在相对

对 ,那么 H ( E) 中也不存在 4DST .

如前所述 ,一旦找到相对对 ,接下去的调整将会

自动地完成并生成一个 4DST . 定理 1 证毕.

3 　算法的复杂性

设 B 1 和 B 2 是两个射线束 ,如果 B 1 和 B 2 的边

界射线构成如图 6 中的几种形状 ,则称 B 1 和 B 2 是

可构形的 ,并称图 6a、b、c、f 为凸形 ,d 、e 为凹形. 否

则称 B 1 和 B 2 是不可构形的.

(a)凸形 　　　　　　　　(b)凸形

(c)凸形 　　　　　　　　(d)凹形

(e)凹形 　　　　　　　　(f)凸形

图 6 　B1 和 B2 的构形图

下面的引理 1 是显然的.

引理 1 　两射线束 B 1 和 B 2 存在相对对的充要

条件是 B 1 和 B 2 是可构形的且其构形图是凸形.

首先讨论确定相对对的时间复杂性. 我们给出

如下引理.

引理 2 　确定两多射线束 M ( B 1 , ⋯, B p) 和 M

( B′1 , ⋯, B′q) 的相对对 ,或说明其相对对不存在所

需时间均为 O ( p + q) .

证明　设 M ( B 1 , ⋯, B p) 和 M ( B′1 , ⋯, B′q) 如

图 7 所示. 如果 B 1 和 B′1 是可构形的 ,那么其构形

图若是凸形 ,由引理 1 知在 B 1 和 B′1 中存在相对

对 ,连接 t ( B 1) 和 t ( B′1) 即得相对对. 若是凹形 ,相

对对应在 M ( B 1 , ⋯, B p) 和 M ( B′2 , ⋯, B′q) 中. 如

果 B 1 和 B′1 是不可构形的 ,不妨设 B 1 和 B 2 的公

共边界与 B′1 的两条边界不相交但与 M ( B′2 , ⋯,

B′q) 相交 ,如图 8 , 显然相对对只能在 M ( B 1 , ⋯,

B p) 和 M ( B′2 , ⋯, B′q) 中. 如此下去 ,至多经过 p +

q 步就可得到相对对或说明不存在. 若相对对存在 ,

则两个射线束的顶的连线就确定了相对对 ,因而可

用常数时间完成. 引理 2 证毕.

其次讨论 3 个相邻发射体 L 1 、L 2 、L 3 经合并生

图 7 　M ( B1 , ⋯, B p) 和 M ( B′1 , ⋯, B′q)
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图 8 　B1 和 B′1 是不可构形的

成 L 4 所需时间及 L 4 中射线束的个数. 为了讨论方

便 ,我们将星和伪星看成是由两个射线束组成. 设

L 1 、L 2 和 L 3 分别含有 l1 、l2 和 l3 个射线束. L 1 、

L 2 、L 3 进行的合并无非是基合并、Steiner 合并、星

合并. 无论进行哪种合并都要确定相对对. 由引理

2 ,确定相对对需 O ( l1 + l2 + l3) 时间. 由此 ,我们在

已知相对对的前提下讨论这 3 种合并. 由星合并和

基合并的过程知它们可在常数时间内完成. 先看看

射线束、星或伪星的 Steiner 合并. 由于射线束是由

基和它的顶所确定 ,当基为点时 ,这个射线束是角

体 ,这时它由它的两个支撑柄即可确定 ,星和伪星由

一点也可确定. 所以由 Steiner 合并的定义 ,这个合

并可用常数时间完成 ;由上述可知 L 1 , L 2 , L 3 的

Steiner 合并至多用 O ( l1 + l2 + l3) 时间 ;由于星或

伪星都被看成是由两个射线束组成 ,而星或伪星的

Steiner 合并至多生成一个射线束 ,所以若 L 1 , L 2 ,

L 3 中有 k (0 ≤k ≤3) 个星或伪星 ,则至多生成 l1 +

l2 + l3 - k 个射线束. 由此得 L 1 、L 2 、L 3 合并至多

需 O ( l1 + l2 + l3) 时间. 注意到若进行星合并 ,就不

能进行 Steiner 合并和基合并 ,我们由 3 个发射体的

合并生成的新发射体的射线束数不超过原来 3 个发

射体的射线束总数.

最后 ,我们讨论算法的复杂性. 算法开始时我们

有 2 n 个星 ,因而共有 4 n 个射线束. 我们已经说明

了每个合并步并不增加射线束总数. 因此 ,发射体 L

至多包含 4 n 个射线束. 故每个合并步至多需 O ( n)

时间. 由于有 n -1 个合并步 ,因此合并阶段共需时

间 O ( n2) .

在调整阶段开始 ,我们需要寻找相对对 ,由上述

讨论知需 O ( n) 时间. 在接下去的调整过程中 ,已知

一条射线 r ,要找出生成射线 r 的 3 条射线 r1 、r2 、

r3 ,这个过程至多经过 n -1 步. 下面说明每一步仅

需常数时间 :若射线 r 的基 b ( r) 落在正则点上 ,那

么射线 r 所在的射线束 B 要么是角体 ,要么是伪

星 ,不可能是星 (因为此时这条边的调整已经结束) ,

角体的两个支撑柄或伪星的两个轴就是生成 r 的 3

条射线中的 2 条 ,第 3 条相对对应的边退化为零. 若

射线 r 的基 b ( r) 不落在正则点上 ,那它就是 Steiner

点 ,射线束 B 的基线 b ( B ) 对应两个正则点 x 和 y ,

而[ x , b ( r) ]和[ y , b ( r) ]是生成 r 的 2 条射线. 不

妨设第 3 条射线对应的射线束为 B 3 ,则 [ t ( B 3) , b

( r) ]为生成 r 的第 3 条射线. 每个射线束的顶及射

线束的基线对应的两个正则点可在构造 B 时储存

起来. 由此得出调整阶段所需时间为 O ( n) .

综上所述 ,有如下定理 :

定理 2 　算法的时间复杂性为 O ( n2) .

4 　结束语

本文给出的计算已知拓扑下 4 度 Steiner 树的

算法在油田集输站选址[5 ,6 ]等许多问题中有很好的

应用价值. k 度 Steiner 树的算法设计值得进一步深

入研究 ,它有着十分重要的理论意义和非常广泛的

应用前景.
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