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【摘要】根据实际生产中订单收益随加工长度变化的一般规律 ,建立了占线订单加工模型 ,构建一种贪

婪策略并分析它在本模型中的竞争性能。具体证明它在中断订单有、无惩罚两种情形下的竞争比 ,并讨论了

模型中收益函数的参数对竞争比结果的影响。
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【Abstract】The greedy st rategy performs well in various kinds of p ractical applications. In t his paper we

set up an online order scheduling model , which reflect s the general variation rule between order lengt h and

revenue in practice. Then a greedy st rategy is p ut forward and p roved to be competitive in two different

sit uations wit h or wit hout t he abortion penalty. Finally , discuss t he influence of t he parameters of t he rev2
enue f unction in the greedy’s competitive ratio s.
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　　占线订单加工问题是对现实生产中的订单排序

问题从占线角度进行刻画。占线模型中的最大特征

是订单逐个动态到达 ,相应信息只有在各个订单到

达后才能知道 ,如何安排订单加工顺序使得在一段

时间内获得的总收益最大。在占线订单加工问题

中 ,许多学者对贪婪策略的执行性能进行了详细分

析。所谓的“贪婪”其实是一种策略设计思想 ,其核

心是在已知当前信息下选择使当前收益或潜在总体

收益最大的操作。

贪婪策略应用十分普遍。例如 ,在加拿大旅行

商[1 ] 、顶点覆盖[2 ,3 ] 、资源分配[ 4 ] 等问题中它都具有

良好的执行性能。该策略主要有两个优点 : ①要求

存储空间少 ,而且与需求序列长度无关 ; ②操作简

便 ,运算时间复杂性低[5 ] 。对于占线订单加工问题 ,

Woeginger 研究了订单完工收益 P ( x) 与订单长度

x 满足以下 2 个条件的可中断2重启模型 : ① P (0)

= 0 且当 x > 0 时 , P( x) > 0 严格递增 ; ②若 0 <ε≤

x ≤y ,则

P( x) + P( y) ≤ P( x - ε) + P( y +ε)

P( x) 称为 C2收益函数。他证明了当订单均为紧交

货期限时 ,贪婪策略具有竞争比 4 ,并且达到了确定

性策略的竞争比下界。Woeginger 还指出 ,若 P( x)

= x a (0 < a < 1) 且 x 无上限约束时 ,不存在具有竞
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争性的确定性策略 , 说明此时贪婪策略不是竞争

的[6 ] 。Goldwasser 分析了订单完工收益等于订单

长度 ,而且每个订单交货期限至少为 k + 1 ( k > 0) 倍

订单长度的不可中断模型。当订单长度同一时 ,他

证明了按交货期限先后顺序进行加工的贪婪策略具

有竞争比 1 + 1/ ( | k| + 1) ;当订单只有两种长度选

择时 ,他设计了 Greedy2Twolengt hs 策略并证明其

竞争比[7 ]为

1 + max ( |
-
k

-
| + 1) / |

-
k

-
| , ( | k| + 1) / k)

　　总之 ,在现有研究中有如下两点值得商榷 : ①

研究模型中要么假设加工订单不能被中断 ,要么被

中断操作没有带给加工商额外惩罚 ,即启动与中断

订单没有任何风险。在实际中 ,订单应当可以被中

断 ,而且订单被中断后如果不再加工它 ,则中断操作

相当于订单违约 ,加工商往往要承担一定的惩罚 ; ②

现有研究中的订单收益函数 ,没有贴切地刻画实际

订单收益特征。实际生产中 ,产品单价通常具有两

个特点 : ①随订单长度 ,即产品定购数量的增加而

减小 ,体现出“薄利多销”的思想 ; ②必定存在一个

单价底线 ———单位成本或边际成本。一旦单价达到

这个底线 ,不论产品定购数量如何增加 ,加工商都无

法给予进一步的价格优惠。文献 [ 6 ]假设的两种函

数都不能反映以上两个单价特点。根据上述研究现

状 ,本文给出单价具备以上 2 个特点的订单收益函

数 ,并讨论中断订单有、无惩罚两种情形。

1 　问题建模与基本定义

不妨将订单中单位长度的收益视为该订单的单

价 ,而整个订单的完工收益等于订单长度与单价之

积。具体地 ,本文假设长度为 x 的订单单价为 :

f ( x) = c1 +
c2

x + a
　　1 ≤ x ≤Δ; 　c1 , c2 , a > 0

由 f′( x ) < 0 表明 , 单价 f ( x ) 与 x 成反比 ; 由

lim
x →∞

f ( x) = c1 表明单价具有底线 c1 ,即订单单位成

本 ; c2 / ( x + a) 表示长度为 x 的订单的单位利润 ,它

随 x 的增大而趋于零。由 f ( x) 可以得出 ,长度为 x

的订单其完工收益函数为

F( x) = f ( x) ·x = c1 x +
c2 x

x + a

由 F′( x) > 0 表明 ,订单完工收益与 x 成正比 ;由

F″( x) < 0 表明 , F ( x) 的递增速度逐渐减小。图 1

中直观地比较了文献 [ 6 ]与本文的收益函数特征。

图 1 (a) 、( b) 分别是文献 [ 6 ]中的 C2收益函数和

P ( x) = x a 函数的示意图。其中 , P1 ( x) 与 P2 ( x) 为

2 种 C2收益函数 ,而图 1 (c) 是 f ( x) 与 F( x) 的示意

图。观察图 1 可知 , F( x) 的变化趋势介于图 1 (a) 、

(b) 两种函数之间 , 慢于 C2收益函数 , 但快于 x a

函数。

(a) C2收益函数 (b) P( x) = x a (0 < a < 1) 函数 (c) 本文的 F( x)及 f ( x)

图 1 　3 种收益函数的示意图

　　令Δ= xmax / xmin 。不妨设 xmin具有 1 个单位加

工时间 , xmax具有Δ单位加工时间 ,简单称 x 为 1 或

Δ。对于订单 J i ,它包含 4 个因素 ( a ( J i ) , p ( J i ) ,

d ( J i ) , w ( J i ) ) ,分别表示订单的到达时间、长度、交

货期限以及完工收益。一个订单如果截至交货期限

还未被完成就失效了。模型的基本假设如下 :

(1) 订单一个个动态到达 ,到达后加工商才获

知该订单的 4 个因素。对于订单 J i ,

d ( J i ) ≥a( J i ) + p ( J i ) , 　1 ≤ p ( J i ) ≤Δ

　　(2) 加工商在每一时刻只能加工一个订单。订

单可以被随时中断以及在它失效之前再次重新加

工 ,即考虑可中断2重启模型 ;

(3) 加工商完成 J i 即可获得完工收益 w ( J i ) 。

根据订单完工收益函数假设 ,有

w ( J i ) = c1 p ( J i ) +
c2 p ( J i )

p ( J i ) + a

　　考虑如下两种加工情形。①中断订单没有惩

罚。此时模型目标是最大化完工订单总收益 ; ②中

断订单有惩罚。若 J i 被中断后不再启动 ,则令加工

商承担的惩罚数值为 w ( J i ) ,称为单倍惩罚。此时

模型目标是最大化完工订单总收益与总惩罚两者

之差。
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对于任一确定性占线策略 A ,通常利用“竞争

比”来衡量其执行性能[8 ] 。对于任意订单输入序列

σ,记 A 获得的订单总收益为 |σ| , 离线最优策略

OP T 获得的订单总收益为|σ3 | ,如果

sup
σ

{ | σ3 | / | σ| } ≤c

成立 ,则称 A 具有竞争比 c。对于情形 ②,所考察的

总收益应为净收益。这里 ,“确定性策略”是指策略

每次以 1 的概率采取某种行动 ,它是相对于随机策

略而言。由于 O P T 是离线策略 ,可以认为它所启

动订单都被完成 ,因为如果它中断某个订单 ,则此前

它不启动该订单而保持空闲状态。

2 　贪婪策略设计

针对订单完工收益函数 F( x) 模型 ,设计贪婪策

略 ( GR) 如下 :当 GR 正在加工某一个订单时 ,如果

新到一个订单具有加工长度至少为β倍当前订单 ,

则 GR 中断当前加工并启动新订单 ,其中 ,β( ≥2) 是

与收益函数参数 c1 、c2 及 a 相关的一个待定系数 ,

也称为中断系数。

由于订单完工收益与订单长度具有成正比的函

数关系 ,因此 , GR 策略通过考虑 2 个订单长度的相

对大小来间接比较两者的完工收益。情形 ②中 ,β

取值还受到中断惩罚的影响 ,即在该情形中 GR 是

否中断当前订单还需要考虑因中断所带来的惩罚

值 ,它影响着 GR 的最终净收益及其竞争性能。

情形 1 (中断无惩罚) 　对于中断订单没有惩罚

的情形 ,有以下定理成立。

定理 1 　若 F( x) 与 x 满足 :

F( x) = c1 x +
c2 x

x + a

对于中断无惩罚情形 GR 策略具有竞争比 Y + 2 Y

+ 2 ,其中

Y = 1 +
c2

c1 (1 + a)

　　证明 　首先 , 可以验证收益函数 F ( x) 满足

F( k x) ≤k F( x) ( k ≥1) 。

考虑由 GR 生成的任意加工序列Γ,它可以分

成多个子序列Γ= ( B1 , B2 , ⋯, B w ) ,使得在任意子

序列 B = ( J 1 , J 2 , ⋯, J m ) ( B ∈Γ) 中 ,只有最后一个

订单 J m 被 GR 完成而在它之前的 m - 1 个订单均

被中断。在 J 1 之前是另一个被完成订单或是一段

空闲时间。令| B | 、|Γ| 分别表示 GR 在 B 、Γ中获得

的完工总收益 ;相应地 ,令 | B 3 | 、| Γ3 | 分别表示当

GR 在服务 B 、Γ时最优策略 O P T 能够获得的完工

总收益。根据上述对 B 、Γ的定义 ,有

| B | = w ( J m ) = F( p ( J m ) ) , 　| Γ| = ∑
w

i = 1
| B i |

　　下面分析 | B 3 | 与 | Γ3 | 的取值大小。根据

F( k x) ≤k F( x) ( k ≥1) 以及 1 ≤x ≤Δ可以得出F ( x)

≤x F(1) ,即完成 x 个长度为 1 的 (最短) 订单比完

成一个长度为 x 的订单收益更大。当 GR 在加工子

序列 B = ( J 1 , J 2 , ⋯, J m ) 中的某个订单 J i 时 , O P T

可以选择加工一个长订单或加工多个短订单。由前

面的分析已知 , F( x) ≤x F(1) ,因此 , OP T 将选择加

工多个长度为 1 的短订单 ;根据子序列 B 的特点 ,

其前 m - 1 个订单均被中断 ,即对于1 ≤i ≤m - 1 ,有

s ( J i + 1 ) - s ( J i ) < p ( J i ) 成立。故有

e( J m ) - s ( J 1 ) < ∑
m

i = 1
p ( J i )

这表明在 [ s ( J 1 ) , e ( J m ) ) 区间 O P T 最多只能启动

e( J m ) - s ( J 1 ) < ∑
m

i = 1
p ( J i ) 个长度为 1 的最短订单。

此外 ,在 e( J m ) 之前它还可以启动一个长订单。结

合 GR 策略及 B 的定义知道 ,该订单不能中断 J m ,

所以其长度必须严格小于βp ( J m ) 。综合起来 ,在

[ s ( J 1 ) , e( J m ) ]区间内 OP T 所启动订单的完工总收

益小于 ∑
m

i = 1
p ( J i ) F(1) + F(βp ( J m ) ) 。另外 ,当 J m 具

有较长交货期限时 ,OP T 还可以在 B 之后启动并完

成 J m 。因此 , | B 3 | 可以被界定如下 :

| B 3 | < ∑
m

i =1
p(J i) F(1) + F(βp (J m) ) + F( p(J m) ) ≤

F(1) p ( J m )
β

β - 1
1 -

1
β

m

+

(β+ 1) F( p ( J m ) ) < F(1) p ( J m )
β

β - 1
+

(β+ 1) F( p ( J m ) ) (1)

结合 F( x) ,得

| B 3 |
| B |

<
F(1) p( J m) (β/ (β- 1) ) + (β+ 1) F( p(J m) )

F( p(J m) )
<

　　
β

c1 (β- 1)
F(1) + (β+ 1) =

β
β - 1

Y +β+ 1

(2)

式中 ,第 2 个不等式成立是因为

lim
p( J m

) →∞

c2

p ( J m ) + a
= 0 　　Δ →∞

在最后 1 个等式中

Y =
F(1)

c1
= 1 +

c2

c1 (1 + a)

令式 (2) 对β的一阶导数为零 , 可得当β= Y + 1

时 , | B 3 | / | B | 达到最小值 Y + 2 Y + 2。结合|Γ| =

∑
w

i = 1
| B i | 与 | Γ3 | = ∑

w

i = 1
| B 3

i | 可知 , | Γ3 | / | Γ| < Y + 2
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Y + 2 在β= Y + 1 + 1 时亦成立。因此 , GR 策略

具有竞争比 Y + 2 Y + 2。 证毕

情形 2 (中断有惩罚) 　对于中断订单具有惩罚

的情形 ,有以下定理成立。

定理 2 　若 F( x) 与 x 满足 F ( x) = c1 x +
c2 x

x + a
,

对于中断具有单倍惩罚情形 GR 策略具有竞争比

3 Y + 2 + 2 2 Y2 + 3 Y ,其中

Y = 1 + c2 / [ c1 (1 + a) ]

　　证明 　情形 2 的分析思路同情形 1 基本相同 ,

即只需分析由 GR 生成的任一个子序列 B 即可。

不同之处在于 ,由于 GR 在 B 中总共中断了 m - 1

次订单 ,受到的总惩罚量等于被中断订单的完工收

益之和 ,即 ∑
m - 1

i = 1
p ( J i ) ,所以 ,在情形 2 中

| B | = F( p ( J m ) ) - ∑
m- 1

i = 1
p ( J i )

而 OP T 所获得的总收益依然满足式 (1) 。因此 ,

| B 3 |
| B |

<
F(1) p( J m)

β
β- 1

1 -
1
β

m

+ (β+ 1) F( p( J m) )

F( p( J m) ) - ∑
m- 1

i =1

p( J i)

(3)

式中 ,

　∑
m- 1

i = 1
F( p ( J i ) ) ≤ ∑

m- 1

i = 1

F( p ( J m )
βm- i =

　　　∑
m- 1

i = 1

c1 p ( J m )
βm- i +

c2 p ( J m ) /βm- i

p ( J m ) /βm- i + a
≤

　　　 p ( J m )
β- 1

1 -
1
β

m- 1

c1 +
c2

1 + a
(4)

式中 ,第 1 个不等式成立是根据 GR 的中断要求 ;第

2 个不等式成立是因为结合假设 (1) 有 p ( J m ) /βm - i

≥p ( J i ) ≥1 成立。将式 ( 3 ) 中分子分母同除以

c1 p ( J m ) ,令 t = c2 / c1 ,并结合

F( p ( J m ) ) = c1 p ( J m ) +
c2 p ( J m )

p ( J m ) + a

和式 (4) ,得

| B 3 |
| B |

<
1 +

t
1 + a

β
β- 1

1 -
1
β

m

+ (β+ 1)
t

p ( J m) + a

1 +
t

p ( J m) + a
-

1
β- 1

1 -
1
β

m- 1

1 +
t

1 + a

(5)

　　可以验证 ,式 (5) 中不等式右边是 p ( J m ) 与 m

这 2 个独立变量的增函数 ,因此 ,式 (5) 的最大值在

p ( J m ) 与 m 均趋于无穷大时达到。即 ,式 (5) 转化为

| B 3 |
| B |

<
1 +

t
1 + a

β
β - 1

+ (β+ 1)

1 -
1

β- 1
1 +

t
1 + a

(6)

首先 ,在上式中需要保证 | B | > 0 ,即β> 2 +
t

1 + a
。

其次 ,令上式的一阶导数为零 ,可以得到当β= Y +

1 + 2 Y2 + 3 Y时 , | B 3 | / | B | 达到最小值 3 Y + 2 +

2 2 Y2 + 3 Y ,其中 , Y = 1 +
c2

c1 (1 + a)
。可以验证 ,不

等式

Y + 1 + 2 Y2 + 3 Y > 2 +
t

1 + a

成立 ,即满足| B | > 0。类似于定理 1 证明 ,

| Γ3 | / | Γ| < 3 Y + 2 + 2 2 Y2 + 3 Y

成立。因此 ,定理成立。 证毕

3 　参数分析

从定理 1 与 2 中可以看出 ,当收益与订单长度

具有本文所描述的函数关系时 , GR 的竞争比不是

一个固定常数 ,而是与收益函数的 3 个参数相关 ,与

c2 成正比 ,与 c1 、a 成反比。同时 ,在情形 2 中 , GR

的竞争比与中断系数随 Y 值的递增速度明显大于

情形 1。图 2 显示了直观的比较。图中 :横坐标表

示 Y = F(1) / c1 的取值 ;纵坐标表示竞争比与中断

系数β的数值。2 种情形下的竞争比与β存在差异 ,

主要是因为情形 2 相对于情形 1 ,新启动订单必须

具有更大的完工收益 ,以弥补因中断带来的惩罚。

图 2 　GR 竞争比与中断系数在 2 种情形下的对比示意图

　　由单价函数 f ( x) 知道 ,当 c1 与 c2 一定时 , a 越

大 , f ( x) 随订单长度的下降速度逐渐减缓。若 a →

∞,则 f ( x) 近似不变。此时 Y →1 ,在情形 1、2 中的

竞争比分别达到最小值 5、5 + 2 5 ;若 a = 0 ,则 Y =

1 + c2 / c1 。此时 ,竞争比决定于 c2 / c1 的大小。当 c2

一定时 ,竞争比与订单单位成本 c1 成反比。总体来

说 ,竞争比与单价下降速度以及单位成本 c1 成反

比 ,而与 c2 成正比。

4 　结　语

本文主要工作体现在两个方面 : ①根据实际生

产中订单收益与订单长度的内在关系建立了占线订
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单加工模型。它既是对实际生产订单收益特征的贴

切刻画 ,也是对现有研究的一种补充与丰富 ; ②鉴

于贪婪策略在理论研究与实际应用中的普遍性 ,本

文从理论角度分析了贪婪策略在中断订单有、无惩

罚 2 种情形下分别具有的竞争性能 ,并进行了比较

分析。本文工作对优化实际生产订单加工问题具有

指导意义。当然 ,本文所讨论的贪婪策略不是直接

从订单收益角度设计中断条件 ,而且不考虑订单的

交货期限 ,能否结合这两个方面设计具有更优竞争

性的策略还有待于进一步探究。此外 ,在分析竞争

比时 ,实际上假设了Δ→∞,如果Δ是一个有限数值

时 ,相信贪婪策略的竞争性能会得到较大改善。
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