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摘　要: 探讨一类占线订单加工问题, 具体分析当订单交货时间具有一定上限约束时的不可中断和可中断两

种模型。对于不可中断模型, 证明先到先服务策略在两种不同交货期限约束时分别是最优策略与最优占线策

略; 对于可中断模型, 提出了基于先到先服务原则的可中断策略, 并证明当交货期限小于 3 倍加工时间时该策

略具有竞争比 3ö2。
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　　占线 (on2line) 订单加工问题目前已经有大量的研究

文献[1- 4 ]。其中, 以最大化完工收益为目标的分支也有许

多理论成果, 其基本模型为: 订单加工长度相同、没有权

重, 从而目标为最大化完工订单数量 [5, 6 ]。Goldm an 等人

讨论了不可中断模型。当订单交货时间没有约束时他们给

出了确定性策略的竞争比下界 2, 并证明贪婪策略具有竞

争比 2; 当所有订单的交货时间不小于 2 倍加工时间时,

他们证明了贪婪策略具有竞争比 3ö2 [5 ]。Ch robak 等人也

分析了订单交货时间没有约束的情形。对于不可中断模型

他们给出了竞争比为 5ö3 的随机策略; 对于可中断模型

设计了竞争比 3ö2 的确定性策略, 并证明这是竞争比的

下界[6 ]。

根据上述可以看出, 当订单交货时间没有约束或者有

一定下限时已有较好的研究结果。考虑在实际生产中, 每

一个加工订单都应有明确的最长交货时间限制, 以保障订

单需求者的利益。因此, 本文将对占线订单加工问题中订

单交货时间具有一定约束时的基本模型进行探讨。具体

地, 将分别讨论不可中断与可中断两种情形, 设计竞争策

略并分析其竞争比。

1　问题描述与基本定义

在占线订单加工问题中 , 每个订单J i 有四个要素

a (J i) , p (J i) , d (J i) ,w (J i) , 分别表示订单的到达时间、交

货期限、加工长度和完工收益。其中, d (J i) ≥a (J i) +

p (J i)。本文将探讨订单加工长度相同、没有权重的这一

基本模型, 不妨设 p (J i) = 1 且w (J i) = 1。因此, 模型的目

标是最大化完工订单数量。本文将根据占线策略是否具有

中断功能分两种情形讨论。“中断功能”是指策略具有中途

停止被加工订单的性能。若要重新启动被中断了的订单就

要从头加工。

对于任一确定性占线策略A , 通常利用“竞争比”来衡

量它的执行性能[7 ]。考虑任一订单输入序列 Ρ, 记A 完成

的订单数量为û Ρû , 离线最优策略O P T 完成的订单数量为

û Ρ3 û , 如果sup
Ρ

ûΡ3 û
ûΡû ≤c 成立, 则称A 具有竞争比 c. 这里,

“确定性策略”是指策略每次以 1 的概率采取某种行动。由

于O P T 是离线策略, 可以认为它所启动订单都被完成, 因

为如果它中断某个订单, 则此前它不启动该订单而保持空

闲状态, 收益保持不变。

2　不可中断模型

当没有交货时间要求时, Go ldm an 给出了不可中断策

略的竞争比下界为 2。下面将进一步讨论, 如果交货期限

具有某些上限约束时该模型有什么性质。

定理 1　在不可中断模型中, 若Π J i 订单满足 d (J i)
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≤a (J i) + 2, 则存在最优策略。

证明　定理 1 等价于证明存在某个占线策略具有竞

争比为 1。下面将证明先到先服务策略 (简称 FCFS ) 具有

竞争比 1。

FCFS 策略描述如下: 当它处于空闲状态时总是启动

首先到达的订单, 若有多个订单同时到达则按交货期限最

早原则 (简称 ED F ) 选择加工订单。在不可中断模型中,

FCFS 不中断它启动的任何订单。

下面分析 FCFS 的竞争比。考虑由 FCFS 生成的任一

加工序列 ∆, 记 FCFS 完成订单数量为û ∆û。再分析O P T

在 ∆中完成的订单数量。记 FCFS 加工订单 J i∈∆的启动

时间为 sf (J i)。由于 p (J i) = 1, 当 FCFS 在加工 J i 时O P T

最多启动一个订单, 记为O i, 并记O P T 启动它的时间为

so (O i)。由O i 的定义知 so (O i)≥sf (J i)。O i 与J i 可能相同或

者不同。如果二者相同, 则 FS FC 完成该订单的时间不晚

于O P T. 如果二者不同, 则以下两个条件之一必须成立:

①so (O i) > sf (J i) ; ②d (J i)≤d (O i)。如果满足条件①, 结合

sf (J i) ≥a (J i) 及 d (J i) ≤a (J i) + 2, 有 d (J i) ≤sf (J i) + 2<

so (O i) + 2 成立。则O P T 完成O i 之后必定来不及完成 J i.

如果满足条件②, 结合 so (O i) ≥sf (J i) , 若O P T 完成O i 之

后还能完成 J i, 则 FCFS 完成J i 之后一定也可完成O i. 基

于以上对O i 与 J i 的关系分析, 当O P T 启动一个订单时

FCFS 一定正在加工某个订单 J , 且当 FCFS 在加工 J 时

O P T 最多启动一个订单。因此, O P T 在 ∆中完成订单数

量不超过û ∆û。根据竞争比定义, FCFS 的竞争比为 1。证

毕。

定理 2　在不可中断模型中, 若ϖ J i 订单满足 d (J i)

> a (J i) + 2, 则任何确定性占线策略的竞争比不可能小于

2。

证明　根据定理假设, 不妨设存在订单 J i 满足 d (J i)

= a (J i) + 2+ Ε(0< Ε< 1)。该定理等价于证明存在一个订

单输入序列, 使得任意确定性占线策略 A 完成的订单数

量不超过O P T 完成数量的一半。设计输入序列设计如下。

订单J 1 在零时刻到达, a (J 1) = 0 且 d (J 1) = 2+ Ε. A 只有

两种选择: ①在零时刻启动 J 1; ②在 t ( t> 0) 时刻启动 J 1.

如果A 选择①, 则 J 2 将在 Ε时刻到达, 且 d (J 2) = 1+ Ε.

O P T 将先后完成 J 2 和 J 1, 而A 只能完成 J 1; 如果A 选择

②, 则 a (J 2) = 1 且 d (J 2) = 2。O P T 将先后完成 J 1 和 J 2,

而A 完成 J 1 的时间为 t+ 1> 1, 无法再完成 J 2. 因此, 不

论A 如何选择, 它只能完成一个订单, 而O P T 总能完成

两个订单。定理得证。证毕。

定理 3　在不可中断模型中, 若ϖ J i 订单满足 d (J i)

> a (J i) + 2, 则 FCFS 策略具有竞争比 2。

证明　由于每个订单加工长度均为 1, 在 FCFS 加工

J i 时O P T 至多启动一个订单。若 J i 具有足够长的交货期

限, 则O P T 可以在 FCFS 之后完成它。因此, FCFS 每完

成一个订单O P T 将最多完成两个订单。因此, FCFS 具

有竞争比 2。证毕。

根据定理 2、定理 3, 在不可中断模型中, 若存在订单

J i 的交货期限满足 d (J i) > a (J i) + 2, 则 FCFS 是最优占

线策略。

3　可中断模型

根据定理 2, 对于不可中断模型, 如果存在订单其交

货期限超过 2 倍加工时间, 则确定性策略竞争比不小于

2。接下来将讨论, 如果策略具有中断性能, 当存在订单的

交货期限大于 2 倍但小于 3 倍加工时间时, 占线策略能

否突破竞争比 2。在可中断模型中交货期限表示为: ϖ J i,

d (J i)≤a (J i) + 2+ Ε(0< Ε< 1)。下面首先给出基于 FCFS

的可中断策略 (简称 P FCFS ) , 然后分析其竞争比。

设有一个“等待订单集合 I”, 每个订单到达时先进入

该集合。P FCFS 从 I 中挑选加工订单。在任何时刻 t, 如果

订单 J ∈I 因交货期限逼近, 无法等到 P FCFS 完成当前

加工后再进行服务, 则称 J 为“紧急订单”。此时, 若 J 不被

立即启动, 则将其从 I 中删除; 相应地, 保留在 I 中的订单

均称为“候选订单”。I 不包括正在被 P FCFS 加工的订单。

P FCFS 策略描述如下: 它启动到达 I 中的第一个订

单。当它完成一个订单后就从 I 中按 ED F 原则选择下一

个加工订单。若 I= § , 则 P FCFS 进入空闲状态。在加工

过程中, 若 I 中到达一个新订单, P FCFS 立即判断是否

中断当前加工。基于当前所有订单, 如果中断操作可以使

P FCFS 完成更多订单, 则中断当前加工并启动新订单。被

中断订单则进入集合 I; 否则, 继续当前加工。

令 Ρ= (J 1, ⋯, J m ) 表示由 P FCFS 生成的任一加工序

列, 订单 J i (1≤i≤m ) 按 P FCFS 启动它的时间先后排列。

J i 可能被中断或被完成。在 Ρ的前后 P FCFS 均处于空闲

状态。令û Ρû表示 P FCFS 完成的订单数量, 令û Ρ3 û表示

O P T 相应的订单完成数量。根据竞争比定义, 若ûΡ3 û
ûΡû ≤c,

则 P FCFS 具有竞争比 c. 记 P FCFS 加工 J i 的启动时间

为 sp (J i) , O i 与定理 1 中的定义相同, 则 so (O i) ≥sp (J i)。

首先给出几个引理。

引理 1　在 P FCFS 生成的加工序列 Ρ 中, 若 J i 被

J i+ 1中断, 则 J i+ 1到达时 I= §.

证明　反证法。假设 J i+ 1到达时存在一个候选订单R

∈I. 如果不中断 J i可以完成 J i和 R. 则中断 J i必须能够

完成 3 个订单。这意味着其中一个订单在 a (J i+ 1) 之前到

达, 并且在 a (J i+ 1) + 2 时刻还能被启动并完成。但是, 由模

型假设 d (J i)≤a (J i) + 2+ Ε知, 任一订单的最长等待时间

为 1+ Ε< 2。因此, 假设不成立。引理得证。证毕。

引理 2　在 P FCFS 生成的加工序列 Ρ中, 若 J i 被中

断, 则在 a (J i+ 1) 时刻 J i+ 1是紧急订单而 J i不是紧急订单;
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同时, 在 (a (J i) , a (J i+ 1) )期间没有订单到达。

证明　首先, 根据引理 1, 在 a (J i+ 1)时刻系统只有 J i

与 J i+ 1两个订单。如果 J i+ 1不是紧急订单, 则 P FCFS 不

需中断即可以完成两个订单; 而如果 J i是紧急订单, 则中

断操作并不能增加订单完成数量。因此, 在 a (J i+ 1) 时刻

J i+ 1是紧急订单, 而 J i不是紧急订单。其次, 假设 (a (J i) ,

a (J i+ 1) )期间有订单R 到达。结合引理 1 可以推断R 为紧

急订单, 否则J i+ 1到达时 I= {R }。而在 a (R )时刻J i不是紧

急订单, 则R 到来时肯定中断 J i, 这与 J i+ 1中断 J i相矛盾。

因此, (a (J i) , a (J i+ 1) )期间没有订单到达。证毕。

引理 3　在 P FCFS 生成的服务序列 Ρ 中, 若 J i被中

断, 则 J i+ 1与 J i+ 2一定是被完成订单。

证明　由引理 2 知, 如果 J i被中断, 则在 a (J i+ 1) 时刻

J i+ 1是紧急订单, 而 J i不是紧急订单。J i+ 1由于是紧急订单

而不会被中断。再根据引理 1 的分析, 每个订单最长等待

时间为 1+ Ε. 因此, 完成 J i+ 1之后 J i成为紧急订单并且是

J i+ 2的一个候选。由于 P FCFS 按 ED F 原则选择加工订

单, 则 J i+ 2启动时必定是一个紧急订单, 从而不会被中断。

证毕。

基于以上 3 个引理, 对于 P FCFS 策略有如下定理成

立。

定理 4　在可中断模型中, 若Π J i 订单满足 d (J i) ≤

a (J i) + 2+ Ε(0< Ε< 1) , 则 P FCFS 具有竞争比 3ö2。

证明　不妨设在 Ρ= (J 1, J 2, ⋯, J m ) 中 P FCFS 中断

了 s 个订单, 则完成的订单数量为û Ρû= m - s. 由于在 Ρ之

后 P FCFS 处于空闲状态, J m 一定是被完成订单。下面分

析ûΡ3 û的大小。

首先判定在 P FCFS 完成 J m 之后O P T 不可能启动

Ρ中的订单。因为 d (J i) ≤a (J i) + 2+ Ε< a (J i) + 3, 所以

O P T 在 Ρ之后不可能启动 J i (1≤i≤m - 1) 的加工。对于

J m , 假设O P T 在 Ρ之后可以完成 J m , 且在[sp (J m ) , sp (J m )

+ 1) 期间O P T 启动订单Om. 则 J m 必须满足 d (J m ) ≥

so (Om ) + 2。而且, Om 到达时必须是紧急订单, 否则, 在 J m

之后 P FCFS 将启动Om 而不是进入空闲状态。但是, 若

Om 是紧急订单, 结合 d (J m ) ≥so (Om ) + 2, Om 到达时必定

中断 J m , 这与 J m 被完成相矛盾。因此, O P T 在 Ρ之后启

动 J m 和存在Om 不能同时成立。若前者成立, 则Om 不存

在。此时, 不妨令Om = J m , 即O P T 在 Ρ结束之前启动 J m

而不是保持空闲状态。综上所述, 在 Ρ之后O P T 不可能启

动 Ρ中的订单。

由上述分析知û Ρ3 û≤m. 下面将分析得出, 对于一部

分被中断订单 J i, O i 不可能存在。首先, 若 Ρ中没有中断

订单, 即 s= 0, 则ûΡû= m ≥ûΡ3 û 。下面分析 s≥1 的情形。

图 1　相邻的两个中断订单加工示意图

由引理 3 知, 在 Ρ中每 3 个相邻订单至多有 1 个被中

断, 因而 s≤û　m ö3 　û。设在 Ρ 中任意两个相邻的被中断

订单为 J k 与 J l (k≤l- 3) , 如图 1 所示。分两种情况讨论:

①O k 存在。根据引理 2 第二个结论有 so (O k) = sp (J k)。结

合 sp (J k+ 1) < sp (J k) + 1, 则 so (O i) > sp (J i) 对于 k< i≤l- 1

严格成立。当 P FCFS 启动 J l 时O P T 还未完成O l- 1. 结

合引理 2 及 sp (J l+ 1) < sp (J l) + 1 知O l 不存在。②O k 不存

在。根据情况①的分析知, 若O l 存在必定导致 P FCFS 在

加工O l 之后相邻的那个被中断订单时O P T 不可能启动

任何订单。由上述两种情况可知, 当 P FCFS 在加工 s 个

被中断订单时O P T 无法启动的订单数量 (即相应的O l 不

存在)至少为û　sö2 　û。所以, ûΡ3 û≤m - û　sö2 　û。结合 s≤

û　m ö3 　û ,

ûΡ3 û
ûΡû ≤

m - û　sö2 　û
m - s

≤
m - û　m ö6 　û
m - û　m ö3 　û (1)

结合 s≤û　m ö3 　û与 s≥1, 可以判定m ≥3。可以验证, 当 3

≤m ≤5 时 (1)式在m = 3 时达到最大值 3ö2。当m ≥6 时化

简 (1)式如下:

m - û　m ö6 　û
m - û　m ö3 　û ≤m - (m ö6 - 1)

m - m ö3
=

5
4

+
3

2m
≤ 3

2

因此, P FCFS 具有竞争比 3ö2。证毕。

4　结论

本文分析了订单交货时间具有一定上限约束时的一

类占线订单加工问题, 并分别讨论了不可中断和可中断两

种模型。对于前一种模型证明了 FCFS 策略在交货期限不

超过 2 倍加工时间时是最优策略, 而当存在订单交货期限

大于 2 倍加工时间时它具有竞争比 2, 达到了竞争比下

界。对于可中断模型, 本文提出了 P FCFS 策略, 证明当交

货期限小于 3 倍加工时间时该策略具有竞争比 3ö2, 与文

[6 ]中交货时间没有约束时的策略竞争比相同。由于占线

模型与实际生产情形比较吻合, 因此, 本文所得出的结论

在理论上可以指导实际生产中的订单加工管理。
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On- l ine Order Schedul ing Problem with D ue Da te
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Abstract: T h is paper investigates the on2line o rder scheduling p roblem considering due date. Fo r non2p reemp tive model,

w e p rove that w hen each o rder has a due date at most two tim es of its p rocessing tim e, the FCFS strategy is op tim al.

O therw ise FCFS has a competitive ratio equal 2, w h ich m eets the low er bound fo r determ in istic strategies in that case. Fo r

p reemp tive2restart model, w e p resen t a determ in istic strategy called PFCFS, and also p rove that it has a competitive ratio

equal 3ö2 w hen the due date of each o rder is strictly less than 3 tim es of the o rder’s p rocessing tim e.
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