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摘　要: 提出和研究局内故障产品处理问题。该问题是故障产品序列如何以局内方式 (即在未知故障产

品损坏程度的状况下)进行处理 (返修还是报废) , 使得处理故障产品的损失最小。设计解决该问题的竞

争算法, 证明采用优先返修策略É (PRR S É) , 竞争比为 2-
Κ
Χ ·Κ

Ξ1
; 采用优先返修策略Ê (PRR S Ê ) ,

竞争比为 2-
Κ

Γ+ Κ · Κ
Ξ1

; 最后, 对局内故障产品处理问题的两种算法做出了比较并相应的给出了比

较结果。
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本文研究故障产品处理问题与竞争算法。

企业的质量目标是生产顾客满意的产品, 追求产品质量的零缺陷。但在企业实际生产中产品质量事故是在所

难免的, 处理这些带有质量故障的产品 (以下简称为故障产品) , 一般来讲, 企业会把这些故障产品返修成合格产

品, 再出售给顾客。但是如果故障产品存在的问题太大, 返修的成本太高, 这时就应该将故障产品报废。如果事先知

道每件故障产品的损坏程度, 则决定该产品返修还是报废是显而易见的事。由于事先不知道每件故障产品的损坏

程度, 所以就很难做出最优决策。以往的优化理论是建立在确定的已知条件的基础上来求出最优解, 但这种静态分

析不能代表动态的现实情况, 实际上在某一条件下得出的最优解有可能是另一条件下的最劣解。我们把这种缺乏

将来信息的问题称之为局内问题。

局内问题是依次接收输入, 在未知将来情况下, 每个输入相应地产生输出。竞争分析是局内竞争算法A 与最优

的局外算法O PT 的比值。最优的局外算法是事先已知整个输入序列且能最优处理。任意给定一个输入序列 Ρ, 令

CA (Ρ) 和COPT (Ρ) 分别表示局内竞争算法A 和最优的局外算法O PT 对应的解, 若存在常数 Α和 Β且对所有序列 Ρ

满足

CA (Ρ) ≤ Αõ CO PT (Ρ) + Β

则称竞争算法A 具有 Α竞争比。若 Β= 0, 则称局内算法为严格的 Α2competitive.

在过去的十几年中, 局内问题和竞争算法已经吸引了人们浓厚的研究兴趣。人们通过比较局内算法与最优的

局外算法来进行竞争分析, 竞争分析已经成功地应用于许多领域。在 20 世纪 80 年代后期 90 年代初期, 人们围绕着

三个基本的局内问题展开研究, 即页面调度, k2服务问题和度量任务系统。除此以外, 在一些领域, 如数据结构、分

布式数据管理、调度与负载平衡、行程安排、机器人技术、金融博弈、图论和计算机系统的许多方面, 该理论有着广

阔的科研和应用前景。在国际上实际已经有很多这方面的研究成果[1- 7 ] , 目前国内也在积极探索这方面的研

究[8- 11 ]。
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1　故障产品处理问题
(1)问题的描述

故障产品处理问题的实际背景是一家加工型企业生产出一批不合格零件 Ρ= (Ρ1, Ρ2, ⋯, Ρk) , 这些不合格零件

经过返修可以成为合格零件。如果返修成本过高, 大于生产成本, 返修就是一种得不偿失的策略。如果这些不合格

零件存在的问题不大, 报废实在又太可惜了。因此, 公司要决策这些故障产品到底是返修还是报废。在本文中讨论

的零件均指不合格零件。

假设返修不合格零件是在一条零件返修流水生产线上, 零件返修流水线有 n 道工序 t= ( t1, t2, ⋯, tn) , 零件在每

道工序的返修成本都不同。为研究方便起见, 可以简化为以 n 个顶点代表 n 道工序, 顶点序列为 (1, 2, ⋯, n) , 相应的

返修成本序列为 Ξ= (Ξ1, Ξ2, ⋯, Ξn) , 令 Χ= ∑
n

l= 1

Ξl, Χ表示 n 道工序的返修成本之和。

考虑到以下两个问题:

①如果事先已知零件序列 Ρ中每个零件的损坏情况, 选择返修还是报废, 处理该零件序列的总损失为多少?

②如果事先未知零件序列 Ρ中每个零件的损坏情况, 又该如何处理, 总损失为多少?

不合格零件处理问题优化的目标是在未知每件零件的损坏情况的前提下零件何时应返修、何时该报废, 使处

理零件序列的总损失最少。问题①是局外问题 (off2line) , 由于已知不合格零件序列损坏情况的全部信息, 所以很容

易找出损失最小的最佳决策。问题②是局内问题 (on2line) , 由于每次给定的零件序列都很可能不同, 每一时刻又仅

能知道已返修的零件损坏的信息, 而无法知道未返修的零件损坏的信息, 这种只知道零件序列损坏的部分信息, 未

知全部信息的性质, 就是该问题的局内性。而正是由于该问题为局内问题, 使得想要找出零件序列的总损失最小的

最佳决策变得很困难。事实上, 零件序列的变化会对优化方案产生致命的影响。

(2)局内故障产品处理问题的基本假设

在本文中用C SR代表局内单个零件的返修成本, C TR代表局内零件序列的返修成本。

本文所有讨论都基于以下五个基本假设:

①假设每件零件的报废损失 Κ等于每件零件的生产成本 d 与每件零件的报废成本 e 之和, 即 Κ= d + e;

②任何一件不合格零件经过返修流水线的 n 道工序都能加工成为合格零件下线;

③在未排除故障之前, 零件在返修流水线上每经过一个顶点 i 累加返修成本 Ξi, 如果在某道工序排除了故障,

则该产品成为合格品在该道工序下线, 例如零件在返修流水上的顶点 i 排除了故障, 则C SR = ∑
n

l= 1

Ξl;

④在返修流水线上, 每件零件在每道工序的返修成本小于报废损失 Κ, 即 Ξl< Κ, 其中 l= 1, 2, ⋯, n;

⑤在返修流水线上, 每件零件经过 n 道工序的返修成本大于其报废损失 Κ, 即∑
n

l= 1

Ξl > Κ.

2　返修优先策略É : P referen tial R eturn2R epair Strategy É (PRR S É )

先选择返修零件序列 Ρ, 如果零件序列中前 p 件零件累积的返修成本大于等于将该序列的 k 件零件全部报废

所带来的损失时 (即∑
p

j= 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) ≥ kΚ) , 将剩余未返修的 q 件零件全部报废。

返修优先策略É 的主导思想是:

首先, 一般而言, 返修某一零件的成本小于报废该零件带来的损失。其次由假设④可知, 在返修流水线上每件

零件在每道工序的返修成本小于报废损失, 即 Ξl< Κ, 其中 l= 1, 2, ⋯, n. 因此, 我们可以设想如果每件零件在前几

道工序就返修完毕下线且返修成本小于报废损失和, 则该零件序列的返修成本和就小于报废损失和, 返修就是明

智之举。

由于不知道整个零件序列的损坏程度, 因此, 我们通过先选择返修零件序列 Ρ, 来测试该零件序列的损坏程

度。如果零件序列中前 p 件零件累积的返修成本大于等于将该序列的 k 件零件全部报废所带来的损失时 (即

∑
p

j = 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) ≥ kΚ) , 我们就了解到该序列前 p 个零件的损坏情况, 即返修并不合适, 此时对应的策略是立即停止返
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修, 将剩余的未返修 q 件零件全部报废。

引理 1　令CO PO (Ρ)表示完成零件序列 Ρ服务的局外最优成本, 则对于任意序列 Ρ局外零件处理问题的最优解

为

CO PT (Ρ) ≥ k õ Ξ1

　　证明　由假设④可知, 当某件零件选择返修时在返修流水线上的第一道工序完成返修, 返修成本 Ξ1 小于报废

该零件的损失 Κ, 同时肯定小于此零件经过 j 道工序的返修成本∑
n

l= 1

Ξl. 因此, 显而易见, 当序列 Ρ中的零件都在第

一道工序返修下线所造成的损失最小。证毕。

图 1　返修流水线的数学模型

如图 1, 考虑返修流水线的一般数学模型, 运用返修优先策略É 可得以下结论。

定理 1　对于局内不合格零件处理问题, 返修优先策略É 是具有竞争比为 2-
Κ
Χ · Κ

Ξ1
的竞争算法。

证明　考虑到局内返修流水线问题的一般模型, 假设 CO PT (Ρ)表示完成零件序列 Ρ服务的局外最优成本, CA 表

示同样序列的局内成本。Ξ(l, j )表示第 j 件零件在第 l 道工序的返修成本。

局内算法A 的解分为两部分:

①如果局内当事人选择对零件进行返修处理, 该零件序列的返修成本为

∑
k

j= 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) , 　j i 表示在第 j 件零件在 j i 道工序完成返修

此时, 可以假设有一个对手, 其尽可能将零件的处理成本最大。显然, 当零件序列中的每件零件都是一直到最后一

道工序才返修完毕时, 该序列的处理成本为最大, 即

m ax (C TR ) = ∑
k

j= 1
∑

n

l= 1

Ξ(l, j ) = k∑
n

l= 1

Ξl

　　②如果局内当事人选择对零件进行报废处理, 该零件序列的报废所造成的损失为

kΚ

此时, 可以假设有一个对手, 其尽可能将零件的返修成本最小, 使得报废损失远远大于返修损失, 报废处理的方式

变得不合适。显然, 当零件序列中的每件零件在第一道工序就返修完毕时, 该零件序列的返修成本损失为最小, 报

废变得十分不经济, 即

m in (C TR ) = kΞ1 = kΚ

　　假设零件序列中前 p 件零件选择返修, 剩余未返修的 q 件零件选择报废。由返修优先策略可知, 当累计的返修

成本大于等于该零件序列全部报废所造成的损失时, 则该序列剩余的零件选择全部报废。即

∑
p

j = 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) ≥ kΚ

此时, 对手选择使零件的返修成本最大的策略, 即每个零件在返修流水线的最后一道工序才返修完毕合格下线。可

得如下结果:

∑
p

j = 1
∑

n

l= 1

Ξ(l, j ) ≥ kΚ

代入在返修流水线上返修的零件数 p , 可得

p ≥ kΚ
Χ

已知 p + q= k, 取 p 3 = m in (P (Ρ) ) =
kΚ
Χ , 可得 q3 = m ax (q (Ρ) ) = k-

kΚ
Χ。

由上可得局内故障处理问题的竞争算法A 的解:
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CA (Ρ) = ∑
p

j = 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + qΚ　　　　

= ∑
p - 1

j= 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + ∑
j i

l= 1

Ξl + qΚ

≤ kΚ+ Χ+ q3 Κ

= 2 -
Κ
Χ õ k õ Κ+ Χ

即

CA (Ρ) ≤ 2 -
Κ
Χ õ Κ

Ξ1
CO PT (Ρ) +

Χ
kΞ1

证毕。

3　返修优先策略Ê : P referen tial R eturn2R epair Strategy Ê (PRR S Ê )

先选择返修零件序列 Ρ, 在返修过程中如果某一零件的返修成本超过报废该零件的损失 (假设在第m 道工序)

时, 则该零件停止返修选择报废, 继续返修下一个零件; 如果零件序列中前 p 件零件累积的返修成本与报废损失和

大于等于将该序列的 k 件零件全部报废所带来的损失时 (即∑
p

j= 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + g Κ≥ kΚ, g 为p 件零件中经返修后还需报

废的零件数) , 将剩余未返修的 q 件零件全部报废。

返修优先策略Ê 考虑到了人们的一般心理和零件超过第m 道工序的返修合不合适的问题。

返修优先策略Ê 的主导思想是:

首先, 一般而言, 一件零件如果经过m 道工序的返修, 其返修成本超过报废该零件的损失时, 尽管此时报废的

损失更大, 由于人的有限理性, 人们很有可能放弃返修而采取报废的策略。其次, 当某一零件的返修成本超过报废

该零件的损失时, 继续返修的成本有可能低于或高于此时总的报废损失, 如果继续返修的返修成本超过此时总的

报废损失, 则此时还不如将该零件报废。

定理 2　对于局内不合格零件处理问题, 返修优先策略Ê 是具有竞争比为 2-
Κ

Γ+ Κ · Κ
Ξ1

的竞争算法。

证明　假设COPT (Ρ)表示完成零件序列 Ρ服务的局外最优成本, CB (Ρ)表示同样序列的局内成本。Ξ(l, j ) 表示第 j

件零件在第 l 道工序的返修成本。

由返修优先策略Ê 可知, 当某一零件的返修成本超过报废该零件的损失 (即∑
m

l= 1

Ξl ≥ Κ) 时, 则该零件停止返修

选择报废, 令 Γ= ∑
m

l= 1

Ξl.

局内算法A 的解分为两部分:

①如果局内当事人选择对零件进行返修处理, 该零件序列采取返修策略的损失:

∑
k

j = 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + g Κ

j i 表示在第 j 件零件在 j i 道工序完成返修任务, gΚ表示有 g 件零件先经过m 道工序的返修然后才报废的报废损

失。

显然, 当零件序列中的每件零件都是一直到第m 工序才发现返修成本超过了报废损失然后采取报废策略时,

该序列的处理成本为最大, 即

m ax (C TR ) = ∑
k

j= 1
∑

n

l= 1

Ξ(l, j ) + kΚ= k ∑
m

l= 1

Ξl + Κ

　　②如果局内当事人选择对零件进行报废处理, 该零件序列的报废所造成的损失为

kΚ

　　显然, 当零件序列中的每件零件在第一道工序就返修完毕时, 该零件序列的返修成本损失为最小, 报废变得十

分不经济, 即
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m in (C TR ) = kΞ1 ≤ kΚ

　　假设零件序列中前 p 件零件选择返修, 剩余未返修的 q 件零件选择报废。由返修优先策略Ê 可知, 当前 p 件零

件累计的返修成本与报废损失和大于等于该零件序列全部报废所造成的损失时, 则该序列剩余的零件选择全部报

废。即

∑
p

j = 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + g Κ≥ kΚ, 　g ≤ p , j i ≤m

此时, 对手选择使零件的返修成本最大的策略, 即每个零件在返修流水线的第m 道工序才发现返修成本超过报废

损失而采取报废策略时。可得如下结果:

∑
p

j= 1
∑

m

l= 1

Ξ(l, j ) + p Κ≥ kΚ

代入在返修流水线上经过返修的零件数 p , 可得

p ≥ kΚ
Γ+ Χ

已知 p + q= k, 取 p 3 = m in (P (Ρ) ) =
kΚ

Γ+ Χ, 可得 q3 = m ax (q (Ρ) ) = k-
kΚ

Γ+ Χ。

由上分析可得局内故障处理问题的竞争算法B 的解:

CB (Ρ) = ∑
p

j= 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + g Κ+ qΚ　　　　

= ∑
p - 1

j= 1
∑

j i

l= 1

Ξ(l, j ) + g Κ+ ∑
j i

l= 1

Ξl + qΚ

≤ kΚ+ Γ+ k -
kΚ

Γ+ Χ Κ

= 2 -
Κ

Γ+ Χ õ k õ Κ+ Γ

即

CB (Ρ) ≤ 2 -
Κ

Γ+ Χ õ Κ
Ξ1

COPT (Ρ) +
Γ

kΞ1

证毕。

4　两种竞争算法的比较

在第 2 节和第 3 节中我们分别给出了局内故障产品处理问题的两个策略A 和B , 这两种策略哪种更优呢? 直

观看来, 当输入的故障产品序列的损坏程度均较轻时, 两种策略的效果是等同的; 若损坏程度较轻的在故障产品序

列的前面, 则宜采用策略A. 从竞争比来看, 由于A 和B 的竞争比分别为:

ΑA = 2 -
Κ
Χ õ Κ

Ξ1

ΑB = 2 -
Κ

Γ+ Κ õ Κ
Ξ1

当 Χ< Γ+ Κ时, 算法A 比算法B 竞争比小; 反之, 算法A 比算法B 竞争比大。

显然, 我们可以得出以下结论:

定理 3　对于局内故障产品处理问题在算法的竞争比方面, 当 Χ< Γ+ Κ时, 算法A 比算法B 更优; 反之, 当 Χ>

Γ+ Κ时, 算法B 比算法A 更优。

5　结束语

本文所讨论的局内故障产品处理问题假设产品序列的每件产品都是故障产品, 实际生活中可能有部分为合格

产品, 有部分为不合格产品; 每件故障产品经过返修后都能成为合格产品, 实际生活中有可能是某些故障经过返修

后部分功能丧失不能成为合格产品或为致命的故障返修后还得报废; 产品报废后还有部分残值等等。我们又该如

何求解此类问题, 这有待深入加以研究。

局内故障处理问题与竞争算法的研究给我们研究许多实际局内问题提供了新的思路, 在解决动态复杂的社会
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经济管理问题, 可以运用此类方法进行有益的探索和尝试。
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On-L ine Problem of D ea l ing

with Acc iden t Products and Its Competitive A lgor ithm s

X IN Chun2lin, CU IW en2tian, XU Yin2feng
(Schoo l of M anagem en t, X i’an J iao tong U niversty, X i’an 710049, Ch ina)

Abstract: In th is paper, w e p ropose and study the p roblem of dealing w ith acciden t p roduct. A nd the goal is to decide

how to cope w ith the p roblem p roducts in an on2line w ay, nam ely, w ithout know ing to w hat ex ten t the p roduct is

dam aged. A nd then two competitive strategies, P referen tial R eturn2R epair Strategy É (PRR S É ) and P referen tial

R eturn2R epair Strategy Ê (PRR S Ê ) have been given, and their competitive ratio s obtained. F inally, two alternative

competitive algo rithm s fo r th is p roblem are compared.

Key words: O n2L ine P roblem; A cciden t P roducts; P referen tial R eturn2R epair Strategy; Competitive A lgo rithm
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