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占线中心选址问题竞争比的下界
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摘　要: 对占线中心选址问题的竞争比进行了研究。对度量空间占线中心选址问题, 本文证明该问题的下界是

2-
n- n2-3 n+3

n-1
, 其中 n 为空间点的个数, 该结果要优于已有的结果2-

2
n-1

。对一般空间上的占线中心

选址问题, 本文证明了竞争比的下界是
(n-2 ) ∃+ (n-2 ) 2∃2+4 (n-2 )

2 (n-1 ) , 其中 ∃ 是所给空间最大的相对距

离, 并证明一般空间上的占线中心选址问题不存在常数竞争算法。
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1　引言

离散网络选址问题无论是对公共事业还是对私营公

司的战略规划方面都有着非常重要而深远的影响。一般

的, 网络上任意两点间的最短路长度被定义为该两点间的

距离。如果网络上的某点到其余点的距离的最大值最小,

则该点被称为 center , 如果该点到其余点的距离之和最

小, 该点被称为median (中心)。在本文中我们主要研究

median 问题。如果问题是求在 n 个点的网络中寻求 k 个

点, 使得这 k 个点到其余的点的距离之和最小, 这个问题

就是著名的 k2中心 (k2median ) 选址问题, 已经证明该问题

是NP 2hard 的[1,2] 。

k2中心选址问题是一个很基本的选址模型, 实际中的

选址问题或者本身就是一个 k2中心选址问题, 或者能将该

问题作为一个子问题[3]。考虑到模型在计算上的复杂性,

实际中的处理方法常常是将之建立成一个静态的、决定性

的数学模型。但是, 实际过程中的选址决策过程常常是一

个长期的过程, 会受到诸多因素的影响。因此, 将选址决策

模型建立成一个受相关不确定参数影响的动态选址模型

更加符合实际。在一些研究文献中, 已经考虑的不确定因

素有需求和费用等等[4]。

本文主要考虑如下的实际情形: 在全部需要建立的设

施的个数不知道的前提下, 我们需要决定在哪里建立初始

的设施 (或设施集) , 同时还要求, 当新的设施建立后, 前面

已经建立的设施不能被删除。这是一个待选址个数不确定

的选址问题。理论上, 由于最优的选址方案同选址的个数

是紧密相关的, 不同的选址个数将决定不同的选址点, 因

此我们只能考虑如何将实际的选址集费用同在同样的选

址个数下最优的选址集费用尽量的靠近, 同时, 我们需要

在建立了新的设施时, 不能删去现存的设施集。实际上, 上

述约束就是考虑如何使得待修建的设施集在最坏情形下

达到某种最优, 可以考虑用占线算法和竞争策略的相关理

论来建立模型和进行研究。

Mettu 和 Plaxton 在2003年建立并研究了占线中心

(online median ) 选址问题[5]。他们的模型的输出是一个待

选址序列, 并保证序列的每一个 k 元前序的费用, 都同相

应的 k2median 问题的最优解费用接近。具体的性能度量

是用算法竞争比来度量的, 竞争比越小越好。自从该模型

被提出后, 受到了越来越多的管理学家、运筹学家以及计

算机学家的重视, 但是进一步的研究成果很少。在Mettu

和 Plaxton 的文章[5] 中, m 他们证明了度量空间占线中心

选址问题的竞争比下界是2-
2

n-1
, 其中 n 是点的个数,

这是现在已知的最好的下界结果。本文将这个下界改进到
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2-
n- n2-3 n+3

n-1
。同时, 我们对一般空间的占线中心选

址问题给出了一个竞争比下界, 并证明一般空间上的占线

中心选址问题不存在常数竞争算法。

2　问题描述

度量空间占线中心选址问题 (一般直接称为占线中心

问题)可以数学描述如下:

给定一个点集U 及定义在U 上的非负的距离函数

d ÷U ×U →R + 和一个正的权重函数w ÷U →R + . 我们一般

假设距离函数 d 是一个度量, 即 d 非负、对称和满足三

角不定式, 以及 d (x , y ) =0 当且仅当 x = y 1 同时定义一

个点 x 到一个点集 S 的距离是 d (x , S ) = min
y∈S

(x , y ) , 且ûS

û表示点集 S 中的点的个数。记 n= ûU û表示所有的顾客数

目, 对任意子集 S , S Α U , 定义其费用是 cost (S ) =

6
x∈U

d (x , S )w (x )。占线中心选址问题的数学描述如下: 寻

求子集序列 F i, i=1,2, ⋯, n, 使得ûF iû = i, F 1< F 2< ⋯<
F n= U , 且 cost (F i)≤cõopt i, 其中 opt i 是 i2median 问题的最

优解费用, c 称为竞争比, c 越小越好。

下面用一个实际例子来说明占线中心选址问题的思

路。考虑一个公司为了服务其顾客, 准备修建服务设施来

满足顾客的需要, 这是一个经典的选址问题, 但是我们考

虑如下的实际情形: 由于公司资本量的限制, 公司在现在

只能修建很少的服务设施, 但是为了提高公司的服务水

平, 公司准备在不久的将来扩展其服务设施。同时由于一

些因素的影响, 以往修建的服务设施公司不能拆除, 因此

公司的扩展计划实际上是一个待修建的服务设施个数不

确定的设施修建序列问题。占线中心问题考虑的是这样的

问题: 是否存在一个待修建的服务设施的序列使得, 对于

该序列的任意 k 个前序 (即取出序列的前面 k 个作为选定

的修建设施) 的费用, 与仅选择建造 k 个设施的最优费用

(即我们已经确定只建造 k 个设施的最小费用) 很靠近?对

每一个 k , 考虑修建序列的前 k 个设施的费用与最优选择

k 个设施的费用的比值, 占线中心问题的目标就是选择一

个设施的排序使得对于所有的 k , 得到的最大比值最小。

如果对于所有的 k , 得到的比值都不大于 c, 我们就称我们

的占线选址算法是竞争比是 c 的竞争算法, 同时 c 被称为

占线选址算法的竞争比。

占线中心选址问题是一个非常困难的问题, 这体现在

如下两点上: (1) 问题的离线形式是 k - 中心 (k - median )

问题, 这是一个是非常困难的问题, 已经证明该问题是NP

难的。(2)我们同时需要确定 n 个待修建的设施的序列, 要

求其满足 F i< F i+1 .

3　占线中心问题竞争比下界

在Mettu 和 Plaxton 的文章[5] 中, 针对占线中心选址

问题, 他们证明了竞争比的下界是2-
2

n-1
, 其中 n 是所给

定空间的点的个数。我们下面将这个结论改进到2-

n- n2-3 n+3
n-1

。注意到由于

　　　　　　　2-
n- n2-3 n+3

n-1

　　　　　　=
n-2+ n2-3 n+3

n-1

　　　　　　= n-2+
n- (n-

3
2

) 2+
3
4

n-1

　　　　　　>
n-2+ (n-

3
2

) 2

n-1

　　　　　　=2-

3
2

n-1
>2-

2
n-1

因此我们的结果比[5] 的结果2-
2

n-1
要好。

定 理 1 　 占 线 中 心 问 题 竞 争 比 的 下 界 是 2-

n- n2-3 n+3
n-1

, 其中 n 是给定度量空间U 中点的个数,

即ûU û= n。

证明　我们考虑如下一个特殊的度量空间及费用函

数 (如图1所示) , 在图1中, 空心的点记为 x n , 其余实心的点

记为 x 1, x 2, ⋯⋯, x n-1 。空心点 x n 的权重为1, 实心点 x 1,

x 2, ⋯⋯, x n-1 的权重都是w , w ≥1, 具体数值以后确定。同

时我们定义任意两个不同实心点间的距离是2- Ε, 空心点

到任意实心点的距离都是1, Ε充分小但同时使得定义的

距离函数满足三角不等式。为了计算简单, 在下面的计算

中我们就直接取任意两个实心点间的距离是2。

图1　占线中心选址问题竞争比下界证明的实例

对于任意的占线算法A , 我们考虑如下的对手策略。

如果占线算法A 的第1位选择实心点, 根据对称性, 不妨

假设占线算法A 选择点 x 1, 则对选择 k=1, 此时最优算法

ALG op t选择空心点 x n , 由于 cost ({x 1}) =2 (n-2 )w +1, cost
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({x n}) = (n-1 )w , 我们得到

cost ({x 1})
cost ({x n}) =

2 (n-2 )w +1
(n-1 )w

=2-
2-

1
w

n-1

如果占线算法A 的第1位选择空心点 x n , 则对手选择

k= n-1, 此时占线算法A 得到的解 (根据对称性, 可以假

设)为{x 2, x 3, ⋯, x n}, 最优算法ALG op t是选择点集{x 1, x 2,

⋯, x n-1 }, 根据 cost ({x 2, x 3, ⋯, x n }) = w , cost ({x 1, x 2, ⋯,

x n-1 }) =1, 因此

cost ({x 2, x 3, ⋯, x n})
cost ({x 1, x 2, ⋯, x n-1 }) = w

故占线算法A 的竞争比的一个下界为

m in{2-
2-

1
w

n -1
,w } (注意w ≥ 1)

由于第一个函数2-
2-

1
w

n-1
关于w 为减函数, 为了得到非

平凡的下界, 我们令

w =2-
2-

1
w

n-1

解得

w =2-
n- n2-3 n+3

n-1

因此我们得到, 占线中心选址问题竞争比的下界是2

-
n- n2-3 n+3

n-1
。证毕。

4　一般空间上的占线中心
选址问题竞争比的下界

　　一般空间上的占线中心选址问题同上面的度量空间

的占线中心选址问题的唯一差别是不要求两点间定义的

距离满足三角不等式。根据现实中的两点间的距离的实际

含义, 这在实际中是有一定现实意义的。我们要问的是, 一

般空间上的占线中心选址问题是否还存在常数竞争算法?

定 义 　 对 任 意 给 定 的 选 址 问 题, 定 义 ∃ =

max
u, v∈U

d (u, v )

min
u, v∈U , u≠v

d (u, v ) , 即 ∃ 表示输入空间中最大的相对距离。

考虑到实际生活中的问题输入一定不是无限的, 我们

引入的上述输入空间中最大的相对距离 ∃ 并不是一个强

假设。在上述定义下, 类似于定理1的证明, 我们有下面的

定理。

定理2　一般空间占线中心选址问题竞争比的下界是

(n-2 ) ∃+ (n-2 ) 2∃2+4 (n-1 )
2 (n-1 ) 。

证明　类似于定理1的证明, 我们考虑如图1所示的度

量空间及费用函数。此时, 空心点 x n 的权重记为1, 其余实

心的点 x 1, x 2, ⋯, x n-1 的权重任记为w ,w ≥1。空心点到实

心点的距离任记为1, 任意两个不同实心点间的距离是输

入空间中最大的相对距离 ∃。

对于任意的占线算法A , 类似于定理1的证明过程, 我

们根据占线算法A 的第1位选择实心点或者空心点的不

同, 考虑不同的对手策略, 可以得到如下的一般空间的占

线中心问题的竞争比下界为min {
n-2
n-1 ∃ +

1
(n-1 )w

, w }

(注意w ≥1)。同样的, 由于第一个函数n-2
n-1 ∃+

1
(n-1 )w

是关于w 的减函数, 令w =
n-2
n-1 ∃+

1
(n-1 )w

, 解之, 得到

w =
(n-2 ) ∃+ (n-2 ) 2∃2+4 (n-1 )

2 (n-1 ) 。证毕。

推论　一般空间占线中心选址问题不存在常数竞争

比的竞争算法。

证明　我们首先化简定理2得到的竞争比的下界。

　
(n-2 ) ∃+ (n-2 ) 2∃2+4 (n-1 )

2 (n-1 ) 　　　　

=
(n-2 ) ∃+ ∃2 n-2-

2
∃2

2

-
4
∃4 +

4
∃2

2 (n-1 )

>
(n-2 ) ∃+ ∃2 n-2-

2
∃2

2

2 (n-1 )

=
(n-2 ) ∃-

1
∃

n-1

= ∃-

∃+1
∃

n-1

即一般空间占线中心选址问题竞争比至少是 ∃-

∃+1
∃

n-1
。

我们现在证明结论, 使用反证法。假设问题存在某个

竞争比是常数 K 的竞争算法, 则我们构造一个一般网络,

该网络的最大相对距离是 K +1 。则根据上述结论, 该问题

的竞争比下界大于

K +1-

K +2
K +1
n-1

= K + 1-
1

n-1
-

1
(K -1 )( n-1 ) > K

两者矛盾, 命题证毕。

5　结束语

本文分别针对度量空间和一般空间对占线中心选址

问题的竞争比下界进行了研究。对于度量空间, 我们证明

了该问题的下界是2-
n- n2-3 n+3

n-1
, 其中 n 为空间点

的个数, 该结果改进了已有的结果2-
2

n-1
。对一般空间上

的占线中心选址问题, 本文也给出了一个竞争比的下界,

该下界结果同所给空间相对距离的最大比值有关, 本文同

时证明一般空间上的占线中心选址问题不存在常数竞争

算法。这些结论不仅对于理论上的问题的占线算法的设计
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与分析, 还是对于实际中的选址决策, 都具有一定的指导 意义。
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Lower Bound for the Competitive Ratio of Online Median Problem

DAI Wen 2qiang1, XU Yin2feng 1,2 ,LI Yi2xue 1

(1. School of Management , Xi’an Jiaotong University , Xi’an 710049, China ;

2. State Key Lab for Manufacturing Systems Engineering , Xi’an 710049, China )

Abstract: This paper studies the competitive ratio of online median problem. For the case being the metric space, we

prove the lower bound is 2-
n- n2-3 n+3

n-1
, where n is the number of points in the space. This result is better than the

existed result 2-
2

n-1
. For the case being the common space, this paper proves the lower bound is

(n-2 ) ∃+ (n-2 ) 2∃2+4 (n-2 )
2 (n-1 ) , where ∃ is the maximal comparative ratio of points distances. We also prove that

there’s no constant competitive ratio algorithm for this case.

Key words: Operational Research ; Facility Location Problem ; Online Median ; Competitive Ratio
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