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关于最大权
一

子集分拆问题
‘

徐寅峰 刘 自成

西 安交通大学 中国科 学院

摘 要

对给定规模为 的集合
,

其每一个规模至 多为 的子集对应一个权 本文研

究、。何将 分为「粤 个互 不 相 交 的规模至 多为 的 子集且满足权和最 大 的 问题
’ , 一

‘ ‘ 心 一 ‘护 砂 ’

一
一 ‘ ” , ” 一 , 甘仄一

‘ 子 ’“ 一 砂 子

一
‘

门 、门入 , 一 、 “ 子 ’ ‘

悦
’

我们证 明 了该问题 当 一 时是多项式时间可 解的 当 时为 尸
一

完全的 同

时给 出 了一个 矿 时间的启发式算法
,

所得到 的解与最优解之比 不 小 于

关被词 分拆
,

尸
一

完全
,

维 匹 配 问题
,

启 发式算法

分类号
·

圣 引 言

最大权
一

子 集分拆问题源于经济间题和工业问题
,

某些组合优化问题也可以化为这一

模型 在经济问题中
,

如下问题是经常要考虑的
,

由 个工厂组成一些公司
,

由于产品的结构

与加工工艺等多方面的原因
,

要求每个公司至多由 个工厂组成 为了减少管理方面费用
,

要求公司的个数尽可能地少
,

于是取公司的个数为「粤
,

其中「粤 一 二 二 。 , 二 为一
一 一 ’ 一

研 ’
’

、 门 目 一自
’

闷 ,
’

引
’ ’ “ 一“ 一 ”’一 一 “ ’

个整数 由于不同的组合产生不同的利润
,

我们考虑如何将这些工厂组合成 「粤几个公司以
·

一
, 切 , · ‘

一 曰 ,

一
‘ ’ “ ‘ ’ ‘ ’ ·,

’ ‘
“ ” ‘ ’‘ 卢曰 ’ ’切

一
’ 曰 ‘

州
’
“ 叫

求利润之和最大 这一问题就可以抽象地化为最大权
一

子集分拆问题

记 为 个工厂的集合
,

的每个子集合称为公司 对每个公司
,

令 以 为此公司所

产生的利润
,

中元素的个数
,

于是问题可表述如下

习。

, 本文 年 月 日收到
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满足

共几

厂
。

￡一

,

门
,

, ’镇 ‘ , ‘一 ‘ ,

乙
· ,

刹
在油 田的油井网络设计中存在类似的问题

,

有 个油井需要在其周 围建立起一些原油

提炼厂 由于技术方面的原因
,

一个提炼厂至多能容纳 个油井 提炼厂一般称为容量为

的集中点 在油井和提炼厂之间有管线联接
,

每个油井仅属于一个提炼厂 为减少建提炼

厂的费用
,

提炼厂的个数一般取为 「粤 问题是如何确定油井和提炼厂的所属关系以使总
目 夕凡 产 ’“ ’ 月

、 ‘ 曰 ’ 厂

认
一 ’ 邵 产曰 ’ , ’囚 ” 刀

、 ’ 目 才 产 ’产

曰 、司、 ’人
‘

即

的费用最小 文献 「 提 出并研究了这一问题
,

主要讨论了近似算法的设计以及实际问题中

的一些其它约束 实际上此问题与上面所提的经济中的问题可以通过一个转换化为同一个

问题

圣 记号与假设

对给定一个集合
,

记 为 的所有子集的集合 二 万 称为 的一个
一

子集分拆
,

仅当

镇
,

任
,

自 一 曰
,

任
,

任 且 笋
,

一 「誉

记 。 为满足 的子集 的权
,

于是最大权
一

子集分拆问题即为在 的所有
一

子

集分拆上求一个
一

子集分拆 使得 艺 达到最大
·

任

如上的 一 式略显复杂 如果 恰为 的倍数
,

则 式化为
,

任

式化为 一 号
·

容易证 明 , 不是 ‘白勺倍数的
‘

清形可以转化为 ” 是 ‘的倍数的情形
·

实际

上
,

假设 一 十
,

其中 镇 镇 一
,

在集合 中加入 一 个新的元素可得到一个新

的集合记为
“

于是
’

对任 仁
’ ,

取 。‘ 。 门 为 的权
,

则有

哪 篆
田 ,

其中
, ‘

分别为 和
’

的
一

子集分拆

倍数
,

且将最大权
一

子集分拆问题简记为

二二 艺 田
‘

在以下讨论中
,

如无特殊说明则总假设 为 的

尸

荟 走 的情形

令 一 , , ,

⋯
, 、 ,

气
,

为 的子集合
, 少 ,

护 的权
,

为以 , , ,

⋯
, 一 , 为
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顶点的完全图
,

点
,

与
,

之间的边的权为 。 广 注意到此时 为偶数
,

则显然有 的最大

权
一

子集分拆恰好对于加权图 的最大权匹配 由于一个完全图的最大权匹配可在
‘

时间内求出 参见 「」
,

其中

定理 集合 的 尸

为图的顶点的个数
,

于是我们有如下结果

可在 州
‘

时间内算出

荟 的情形

下 面我们将证明当 妻 时 尸 为 尸
一

完全的 首先看一下 已被证明是 尸
一

完全的

维匹配问题
一

维匹配问题 简记为

例子 一个集合 二 只 ,

其 中
,

和 为具有相 同元素个数的不相交

集合

问题 是否存在 的一个子集
‘

二
,

满足
,

且对任
, ,

与
‘ , , , ‘

属于
, ,

为不同的
‘

中的元素
,

满足 共
‘ ,

护
‘ ,

护
‘

为证明 尸 为 尸
一

完全
,

我们首先证明如下引理

引理 可多项式归约为

证明 给定一个 的例子
,

可以构造一个 尸 的例子如下

令
,

对 中的任一个含 个元素的子集 定义它的权为
,

“ ‘ 芯 即 含
,

, 中各一个元素
,

,

否则
,

其中 二 火 易见如上构造可在多项式时间内完成 接下来我们证明 包含一

个
一

维匹配当且仅当 有一个
一

子集分拆满足

艺 。 ,

实际上
,

如果
‘

为 的一个匹配
,

那么
‘

恰含 个 的
一

元素不相交子集 于是
,

为

的一个
一

子集分拆且 艺 。 一 反之
,

假设 有一个
一

子集分拆
,

且满足 艺 。

任
‘

任

于是 必含 个 的
一

元素子集合且有 以 一
,

任 由此可知对 任 有

任 即 为 的一个匹配 证毕

由于 尸 可以用引理中类似的构造方法归约为 尸
,

我们有如下推论

推论 对
,

可多项式归约为

应用以上讨论可得如下结论

定理 对
,

尸 为 尸
一

完全的

证明 对于集合有限集合
,

我们可以很容易地检验 的 个子集是否构成 的一

个
一

子集分拆 于是 尸 任 尸
,

由推论即得 尸 为 尸
一

完全的
,

其中
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圣 对 情形的启发式算法

由定理 我们知道当 时 尸 为 尸一

完全的
,

于是我们考虑求解 的启发式算

法 贪心算法是一般的组合优化问题启发式算法最优先考虑的一个启发式算法 由于

问题的特殊结构
,

在后面给出的定理 中我们可以得到 由贪心算法求 尸 问题所得到的解

的一个 比较好的性质 首先我们给出用拟 语言所写的对应于 尸 问题的贪心算法

仁
,

一 必

。 任

田 。

任

。 ‘

门
。

必
,

任

分析如上的贪心算法可得

定理 贪心算法求解 尸 可在
’

时间内完成
,

且所得的解与 尸 的最优解之比

大于或等

证明

,

其中 为输入集合 中元素的个数

令 , 一
,

女口上的贪心算法中的 至多含 移个元素
左

有局部极大权的
。 ,

所以总的运算次数至多为 , 杆‘ 于是定理

由于算法计算 个具

中关于算法运算量部分

的结论成立 接下来考虑贪心算法所得到解的性质 假设 一
, ,

⋯
, 。

为 的 尸 的

最优解
, ’

一 犷
,

犷
,

⋯
,

点 为贪心算法的输出
,

且不失一般性可以设 。 ’ 。 ’

⋯ 。 点
,

其中 一 令
, 一 任

,

自
‘

井 必
,

且 自 犷 曰
,

对 成立
,

一
, ,

⋯
,

于是有 包含至多 个元素
,

且若 任
, ,

则显然有 州 镇 州又
,

一
, ,

⋯
,

成立 由

下式

田 一 艺 艺。 镇 艺 ‘ 厂

习。
,

艺。
·

镇

于是定理的第二部分得证
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〔注 如上定义的
‘

当 较大时有可能是空集 〕
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