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摘　要: 商业街在城市交通网络体系中的选址是商业街布局的重要方面。本文提出交通网络商业街选址问题

并建立数学模型,给出了两种选址原则: (1)城市中所有节点至商业街 (只需要达到商业街的其中一个节点)之

间的最短路径之和最小。(2)城市中所有点对之间过商业街的最短路径之和最小。针对以上两个方面,分别给

出其计算方法,并进行了算法的时间和空间复杂性分析。

关键词:商业街;选址问题;双子树;双子合并树

中图分类号: O 221; TB 114　　　文献标识码: A

1　引言

商业街是指由大量零售业、服务业商店构成的具有一

定长度的街区。商业街在城市商业的发展中起着支柱作

用,商业街在城市交通网络体系中的选址是商业街布局的

重要方面。因此,商业街 (边)选址是城市规划的热点问题。

以往关于选址问题的研究主要有两个方面的内容: (1)点

的选址问题。如经典的 k2m edian 问题,既在具有 n 个点的

网络中寻求 k 个点,使得这 k 个点到其余的点的距离之和

最小,这个问题已经被证明是N P2hard 的[1- 3 ]。(2)路径选

址 (path location)和树形结构选址 ( tree location)问题[4- 9 ]。

路径选址或树形结构选址问题是选择一条路径或树,使得

建设费用加上所有节点至这条路径或树的费用之和最小。

H edetn iem i和M in ieka 讨论了在一颗树上选择一条路径

或一颗子树[4, 5 ]。H ak im i证明了不同类别的路径选址和树

形结构选址问题的复杂性[6 ]。W ang研究了给定长度的条

件下的路径选址问题,并给出了最优的平行算法[7 ]。T am ir

研究了网络图上点具有权重的路径选址问题[8 ] ,并进一步

考虑了连续的路径选址问题研究[9 ]。因此,在以往的研究

中,并没有涉及边的选址问题。

本文从商业街交通空间网络体系建设的角度出发,提

出城市商业街 (边)的选址问题,给出了商业街的两种选择

原则: (1)方便城市中所有节点上的用户能够很快到达商

业街进行购物,因此,第一种原则是使得城市中所有节点

上的用户至商业街 (只需要达到商业街的其中一个节点)

之间的最短路径之和最小。(2)方便城市中的所有用户从

商业街购买货物后能尽快送货到达另外一个节点上的用

户,因此,第二种原则是使得城市中所有点对之间过商业

街的最短路径之和最小。针对以上两种问题,分别给出其

计算方法,并进行了算法的时间和空间复杂性分析。

2　问题描述和建模

给定一个城市交通网络,节点代表用户,边代表城市

街道。在城市网络中需要建设一条商业街,研究以下两类

商业街选址问题: (1)城市中所有节点上的用户至商业街

(只需要达到商业街的其中一个节点)之间的最短路径之

和最小。(2)城市中所有点对之间过商业街的最短路径之

和最小。如果按照第一原则选择商业街,则该商业街选址

问题称为问题1 (P1) ;如果按照第二原则选择商业街,则该

商业街选址问题称为问题2 (P2)。

根据这两类问题描述建立下列数学模型:

假设城市交通网络为图G= (V , E ) ,图G 为一边加权

无向图,其中V 为顶点集合, E 为边集合,令ûV û = n, ûE û

= m.

P1: 任取点 v j∈V 和边 ei= (x i, y i) ,定义该点 v j 至边

的距离 d (v j , ei)为点 v j 分别至边的两个端点 x i和 y i的距
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离中的最小值,即 d (v j , ei) = m in{d (v j , x i) , d (v j , y i) }, 对

任意边 ei = (x i, y i) ,定义其费用是C 1 (ei) = ∑
v j∈V

d (v j , ei)。

问题 P1的目标是在G 中选择一条边 e3 ,使得其费用满足

C 1 (e3 ) = m in
ei∈E

{∑
v j∈V

d (v j , ei) }。

P2: 任取两点 sl、tl 和边 ei = (x i, y i) ,定义两点 sl 和 tl

之间过边 ei = (x i, y i) 的最短路径为 S P ei
(sl, tl) ,其路径长

记为 d ei
(sl, tl) ,对任意边 ei = (x i, y i) ,定义其费用是C 2 (ei)

= ∑
sl, tl∈V

d ei
(sl, tl)。问题P2的目标是在G中选择一条边e3 ,

使得其费用满足C 2 (e3 ) = m in
ei∈E

{∑
sl, tl∈V

d ei
(sl, tl) }。

3　商业街选址问题 P1的求解

根据问题 P1中点至边的距离的定义可知, 在计算的

过程中必须明确所有点对之间的最短路径才能求解任何

点至边的距离, 根据这一思想可以用以下的算法进行求

解。

步骤一: 利用D ijk stra算法给出网络上任意两点的距

离。

步骤二: 对于给定边 ei= (x i, y i) ,比较每个点 v j 至 x i

和 y i的距离,得出点至边的距离为 d (v j , ei)。

步骤三: 计算得出每条边的费用 C 1 (ei) , i= 1, 2,⋯,

m.

步骤四:计算费用最小的边,使C 1 (e3 ) = m in
ei∈E

{C 1 (ei) }。

算法复杂性分析:

步骤一可以通过O (n3)时间计算得出[10 ]; 步骤二计

算所有点至给定边的距离的时间复杂度为O (n) , 共需要

计算m 条边, 则时间复杂度为O (m n) ; 步骤四的时间复

杂度为O (m )。因此,算法的时间复杂度为O (n3)。在进行

计算的过程中, 在计算一条边的费用时, 所需要的空间为

O (n) ,而共需要计算O (m )条边,储存O (m )个数据,所以

该算法的空间复杂度为O (m )。

4　商业街选址问题 P2的求解

根据问题 P2的数学模型,可以通过直接法进行求解:

首先,计算通过边的所有点对的最短路径,即可求出该边

的费用; 然后循环求出所有边的费用, 取得费用最小的

边。由于网络图上所有点对共有O (n2)个, 因此, 计算一

条边的费用为O (n2) ,则计算m 条边的费用时间复杂度为

O (m n2)。因为该算法需要记录O (n2)个点对的数据,则空

间复杂度为O (n2)。直接法的时间复杂度和空间复杂度都

很大,下面给出更快的计算方法。算法思想: 点对之间过边

的最短路径是由边组成的,那么只需记录这些最短路径通

过网络图中边的次数,边的次数与边的权重相乘即为这条

边在最终费用中所占的份额,最后将所有边所占的份额相

加即为边的费用C 2 (ei)。

4. 1　相关定义
为了计算方便,给出如下的一些定义:

(1) 最短路径树 S P T (x i) :所有节点与节点 x i的最短

路径组合生成的一颗树,节点 x i为树的根节点;

(2) 双子树B i2T ree (ei) (简写为B T (ei) ) :所有节点与

边 ei的最短路径 (与边的其中一个端点的最短路径)生成

的一颗树 (如图1所示)。对于每条边 ei 可以得到对应一个

B T (ei)。

图1　双子树B T (ei)

( 3) V (x i)、V (y i) : 双子树中由边 ei 中断分割为两个

点集合,其中V (x i)是指包含 x i的点集合,V (y i)是指包含

y i的点集合,且令ûV (x i) û= nx , ûV (y i) û= ny;

(4) 父代节点: 节点 v j 的上一级连接的节点。x i 和 y i

无父代节点。

(5) 子代节点:节点 v j 的下一级连接的节点;

(6) 后代节点集: 节点 v j 下的所有节点,不包括自身

节点。节点 v j 的所有后代的数量记为OS (v j ) ;

(7) 同构点:在 S P T (x i)中是 y i后代或者在 S P T (y i)

中是 x i后代的节点,称为同构点。

(8) 异构点: 在 S P T (x i)中不是 y i 后代,而在双子树

中是 y i后代的节点,或者在 S P T (y i)中不是 x i后代,而在

双子树中是 x i后代的节点,称为异构点。

(9) 复制点: 当节点 v j 为异构点时,节点 v j 在另一个

点集合中仍然保留与边的另一端点相连的最短路径,保留

的节点称为复制点 v j′. 若 v j∈V (x i) ,则节点 v j′∈V (y i) ,

同理若 v j∈V (y i) ,则节点 v j′∈V (x i)。

(10) ∃ (v j ) : 当节点 v j 为异构点时,节点 v j 的偏移距

离。若 v j∈V (x i) ,则节点的偏移距离为 ∃ (v j ) = d (v j′, y i)

- d (v j , x i)。

(11) 双子合并树Com bining B i2T ree (ei) (简写为CB T

(ei) ) : 在双子树B T (ei)中增加了所有的复制点,称此树为

双子合并树 (如图2所示)。

根据双子合并树的定义,可以得到以下结论:

引理1　增加复制点后的双子合并树是由 S P T (x i)和
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S P T (y i)合并生成的,合并规则:

(1)在 S P T (x i)中 y i 的子树中节点的位置不变, 在

S P T (y i)中 x i的子树中节点的位置不变;

(2)其余的节点根据与 x i和 y i的距离大小进行判断,

距离较近的节点保持不变,而较远的节点作为复制点。

根据异构点和偏移量的定义可以得到以下的性质:

性质1　异构点的后代也是异构点。

性质2 假如异构点 v j1是异构点 v j 2的后代,则 ∃ (v j 1)

≥∃ (v j2)。

图2　双子合并树CB T (ei)

4. 2　双子合并树上最短路径分析
在双子合并树上,两个节点之间过边的最短路径有以

下两类情况:

情形1:两个节点 sl和 tl 分别位于V (x i)、V (y i) ,如图3

所示,则最短路径为粗线部分,即为 sl→⋯→x i→y i→⋯→

tl. 同理,若两个节点 sl 和 tl 分别位于V (y i)、V (x i) ,则最

短路径为 sl→⋯→y i→x i→⋯→tl.

图3　情形1

情形2:两个节点 sl和 tl 位于同一个点集合中,不妨设

均在V (y i)点集合中,则分别有以下三种情形:

情形221: 当两个节点为同构点,则最短路径为图4中

粗线部分,即 sl→⋯→y i→x i→y i→⋯→tl.

图4　情形221

情形222: 当其中一个节点 sl 为同构点,另一个节点 tl

为异构点,则最短路径为图5中粗线部分,即 sl→⋯→y i→

x i→⋯→tl′.

图5　情形222

情形223: 当两个节点为异构点,则有两条路径均可能

为最短路径,如图6中粗线和点粗线所示,分别为 sl→⋯→

y i→x i→⋯→tl′和 sl′→⋯→x i→y i→⋯→tl. 选择偏移量大

的节点为不动点,另一个节点选择其复制点,则两个节点

之间的最短路径即如第 (1)类情形所示 (一个异构点与另

一个异构点的复制点分别处于两个集合中)。

图6　情形223

根据上述四种情形下任意点对间的最短路径和异构
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点的偏移量,可以计算出任何两个节点之间过边 ei的最短

路径。

4. 3　运用双子合并树计算边费用
下面介绍如何根据双子合并树来计算所有两点之间

过边的最短路径之和。思想是: 将所有的节点作为同构点

进行计算边的费用,然后减去由于异构点产生的所有偏移

量。

(1)所有节点均为同构点时所有两点之间过边的最短

路径之和。

①任取双子合并树中的一个节点 sl,则此节点与父代

节点之间的边记为 ep (非 ei) ,边 ep 通过的次数 count (ep )由

以下四种部分组成:

count (ep 1) :从 sl出发到其他点的最短路径的次数: n+

OS + 1,其中OS + 1是指 sl 通过边 ei到达自身以及 sl 的后

代的最短路径所导致的边 ep 的额外计数一次。

count (ep 2) :从其他点出发到 sl 的最短路径的次数: n+

OS + 1,其中OS + 1是指 sl 的后代和自身通过边 ei 到达 sl

所导致的边 ep 的额外计数一次。

count (ep 3) : 在计算 sl 的后代节点中任何两点计算过

边 ei最短路径时额外的次数: OS 2.

count (ep 4) : sl 与其所有子代节点之间边所通过的次

数: 这些边的所有通过次数之和,由这些边通过次数的递

推而得。

因此, 边 ep 的通过次数为 count (ep ) = count (ep 1 ) +

count (ep 2) + count (ep 3) + count (ep 4)。

②边 ei的通过次数 count (ei)由两部分组成:

count (ei1) : 集合V (x i)中节点到V (y i)中节点之间过

边的最短路径,则通过 ei次数为 nx ny; 同理,集合V (y i)中

节点到V (x i)中节点之间过边的最短路径,则通过 ei次数

也是 nx ny.

count (ei2) :集合V (x i)中任何两点之间过边的最短路

径,则通过 ei次数为2n
2
x ; 同理,集合V (y i)中任何两点,则

通过次数为2n
2
y.

因此,边 ei的通过次数为2nx ny + n
2
x + n

2
y = (nx + ny ) 2+

n
2
x + n

2
y = n2+ n

2
x + n

2
y.

综合①和②, 则假设所有节点均为同构点时所有点

对之间过边 ei最短路径之和为: Com C (ei) = (n2 + n
2
x +

n2
y ) Ξ(ei) + ∑

ep∈B T (ei)

ep≠ei

count (ep ) Ξ(ep )。

(2)由于异构点导致偏移量的计算。

①异构点与同构点之间偏移量的计算: 假设集合

V (x i)中有 nx 1个同构点,有 nx 2个异构点,则一个异构点 v j

∈V (x i)与V (x i)中一个同构点的最短路径的偏移量 (比

两点均为同构点时两点之间最短路径少的部分)为 Ξ(ei)

- ∃ (v j ) ,因此, 集合V (x i) 中异构点所导致的总的偏移量

为 ∃ (x i1) = ∑
nx 2

j= 1

nx 1 (Ξ(ei) - ∃ (v j ) ) ; 同理,假设集合V (y i)

中有ny 1个同构点,有ny 2个异构点,则集合V (y i) 中异构点

所导致的总的偏移量为 ∃ (y i1) =∑
ny 2

j = 1

ny 1 (Ξ(ei) - ∃ (v j ) )。

②异构点与异构点之间偏移量的计算: 假设集合

V (x i)中有 nx 2个异构点, 将这些异构点的偏移量进行排

序,令 ∃ (v 1)≤∃ (v2)≤⋯≤∃ (v j )≤⋯≤∃ (vnx 2
) ,由于任何

两个异构点之间的最短路径一定是偏移量较大节点不变,

偏移量较小节点进行偏移 (即选择复制点) ,则根据双子合

并树上最短路径的情形223,可知集合V (x i)中异构点与异

构点之间产生的总的偏移量为: ∃ (x i2) = ∑
nx 2

j = 1

(nx 2 - j +

1) (Ξ(ei) - ∃ (vnx 2- j+ 1) )。

同理, 集合V (y i) 中有 ny 2个异构点, 则集合V (y i) 中

异构点与异构点之间产生的总的偏移量为: ∃ (y i2) =

∑
ny 2

j = 1

(ny 2 - j + 1) (Ξ(ei) - ∃ (vny 2- j+ 1) )。

综合①和②, 则由于异构点导致的偏移量为: ∃ (ei)

= ∃ (x i1) + ∃ (x i2) + ∃ (y i1) + ∃ (y i2)。

通过 (1)和 (2)的计算可以得到最终的费用C 2 (ei)为:

C 2 (ei) = Com C (ei) - ∃ (ei)

4. 4　FPL C 算法及复杂性分析
利用双子合并树可以快速计算边的费用 C 2 (ei ) ,

FPL C 算法 (first partial and late com bination algo rithm )详

细步骤如下:

(1)问题 P1求解后,可生成所有边的双子树, 时间复

杂度为O (n3) ;

( 2)对于一条边 ei 生成双子合并树, 时间复杂度为

O (n) ,共有m 条边,故时间复杂度为O (m n) ;

(3)对一个双子合并树中的两个子集V (x i)、V (y i)中

异构点的偏移量分别进行排序,时间复杂度为O (n logn) ,

共有m 个双子合并树,故时间复杂度为O (m n logn) ;

(4)对一个双子合并树 CB T (ei) ,计算其费用 C 2 (ei) ,

时间复杂度为O (n) ,共有m 个双子合并树,故时间复杂度

为O (m n) ;

( 5)计算费用最小的边使得C 2 (e3 ) = m in
ei∈E

{C 2 (ei) },时

间复杂度为O (m ) ;

因此, FPL C 算法的时间复杂度为O (m ax {m n logn,

n3 })。FPL C 算法在求解过程中仅需要O (m )的空间进行

记录数据,因此 FPL C 算法的空间复杂度为O (m )。

5　结束语

商业街的选址问题是城市规划和城市商业网络结构

体系建设中的重要组成部分。本文所讨论的商业街选择
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问题的原则有两个: (1)所有节点 (用户)至边 (商业街)的

距离之和最小, (2)所有点对过边的最短路径 (商户经由商

业街提货送至另一用户)之和最小。对于第一个选择原则

的单边选址问题,给出了时间复杂度为O (n3)的算法; 对

于第二个选择原则的单边选址问题,给出了时间复杂度为

O (m ax{m n logn, n3})的算法。两个算法的空间复杂度均为

O (m )。

对于文中所引入的问题,有许多有待进一步深入研究

的理论问题: (1)特殊网络上 k2边选址问题的研究; (2)加

入初期建设费用的边选址问题研究; (3)网络图上 k2边选
址问题的研究等等。
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The L oca tion of Business-Street in a C ity Traff ic Network

X IAO Peng1, 2, XU Yin2feng1, 2,DA IW en2qiang3

(1. Schoo l of M anagem en t, X i’an J iao tong U niversity, X i’an 710049, Ch ina;

2. T he State Key L ab fo r M anufacturing System s Engineering, X i’an 710049, Ch ina;

3. Schoo l of M anagem en t,U n iversity of E lectron ic Science and T echno logy, Chengdu 610054, Ch ina)

Abstract: T he location of Business2Streets in transpo rtation network is importan t. In th is paper, w e fo rm ulate the p roblem

of Business2Street location, and give two p rincip les: one objective function is to m in im ize the sum of the distancesw h ich are

from all nodes to the Business2Street, and the o ther objective function is to m in im ize the sum of the distances of all2pairs

path s w h ich have to pass th rough the Business2Street. Fo r two Business2Street locating p roblem s, w e show two algo rithm s

and an analysis of the tim e comp lex ities and space comp lex ities, respectively.

Key words: Business2Street; L ocation P roblem; B i2roo t T ree; Com bin ing B i2roo t T ree
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